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liiároducciói) 


La Mecânica aplicada, la ciência â un tiempo racional y ex- 
perimental, caballo de batalla dei Ingeniero, aparece, para la 
mayoría de los que en Espana la practican, con un carácter ab- 
solutamente estático. La noción de trabajo en nada interviene en 
el cálculo de construcciones, tal como, analítica ó gráíicamente, 
se suele realizar. Y mientras que los problemas estáticos se re- 
suelven fácilmente, se tropieza con dificultad grave en cuanto 
aparecen açciones dinâmicas cuyo efecto en la construcción pre- 
cisa evaluar. 

La orientación de la escuela francesa en el sentido estático y 
el ser francesas las obras en que la mayoría de los Ingeuieros es- 
panoles ha estudiado Mecânica aplicada, son la causa de aquéllo. 

Ei cálculo de la estabilidad de una construcción es un pro- 
blema esencialmente dinâmico: es el estúdio dei paso de un equi- 
librio inicial á otro equilíbrio final, paso que implica fatalmente 
un movimiento. Se mueven las causas exteriores , cuya acción rom- 
pe el equilibrio primitivo; semueve poquísimo, pero se mueve, 
la construcción, algo ensu conjunto, mucho más en sus elemen- 
tos unos respecto á otros: trabajan, á un tiempo, las causas ex- 
teriores y la construcción. La energia puesta en juego por aqué- 
llas se almacena en ésta, una vez logrado el equilibrio y allí 
subsiste, en forma potencial, hasta que la desaparición de las 
causas provoca un proceso recíproco dei primero y que realiza á 
expensas de esa energia. 
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El principio de D’Alembert permite reducir los problemas 
dinâmicos á estáticos, mediante la introducción de las íuerzas de 
inércia. Si las velocidades de las causas exteriores y de la cons- 
trucción decrecen indeünidamente, es decir, si el mo.vimiento.de 
unas y otra se hace indednidamente lento, desaparecen aquellas 
íuerzas. Tal es el fundamento de la escuela estática: el problema 
se reduce al dei equilíbrio final, entre unas causas que ya se han 
movido y una construcción que ya se ha deformado . 

Si las causas son de suyo dinâmicas, un choque, por ejem- 
plo, no hay posi bilidad de prescindir de las fuerzas de inércia: 
el problema se resuelve por dicba escuela, siempre por reducción 
al caso estático, mediante el principio de D’Alembert. 

La escuela cinética plantea el problema de un modo muclio 
más general, aplicando el principio de la conservación de la ener- 
gia. Poco importa que las causas exteriores sean estáticas ó di- 
nâmicas: poiien en juego un trabajo, una energia, que al desapa- 
recer aparentemente, alcanzado el equilíbrio final, tiene que sub- 
sistir íntegra; la construcción la guarda en las deforrnaciones y 
movimientos y basta, á veces, en la elevación de temperatura 
que ha experimentado. En lugar de igualdades de íuerzas ó equi- 
valência de éstas con las originadas por deforrnaciones, son igual- 
dades de trabajos, desarrollados por las causas, absorbidos por 
la construcción, las que maneja la escuela cinética. Sus proce- 
dimientos se reducen á uno solo: bien sabido, y es muy sencillo, 
cualquier problema, estático ó dinâmico, se plantea con suma fa- 
cilidad. 

Y, sin embargo, como la verdad es una sola, ambas escue- 
las llegan naturalmente, al mismo resultado: por el camino más 
directo la cinética, por otro, en general más tortuoso, la estática. 

Es curioso que la escuela francesa, desde Bresse (1859) basta 
los tratadistas de boy dia, baya desdenado seguir la senda empe- 
zada á abrir por Glapeyron ( 1 833) y proseguida por Lamé (1852). 
Verdad es que Glapeyron babía sido precedido por los suizos Ber- 
noulli (Daniel) y Euler (1741 y 1744), aimque sin generalizar és- 
tos 3a ley de igualdad de trabajos, 

El italiano Menabrea (1858), el inglês Maxwell (1864), el ale- 
mán Mohr (1874), y sobre todo el italiano Castigliano (1873 y 
1879), han sido, parcialmente aquéllos, totalmenie éste, losfun - 
dadores de la escuela. Y, sin embargo, no se ba desarrollado sino 
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entre los alemanes, con Müller Breslau á la cabeza (1884), y no 
ha tomado gran auge sino ya entrado este siglo, coincidiéndo con 
la aplicación dei hormigòn afmado en la forma tan atrevida como 
científica que ha alcanzado en Alemania. 

Desde hace algunos anos, por seguir esas aplicaciones alema- 
nas dei hormigón armadó, estudiamos los procedimientos de 
cálculo cinético y liemos tenido ocasión de aplicarlos repetidas 
veces. Enamorados de su generalidad y de las ventajas que pro- 
curan, tratamos de difundir su conocimiento y de ponerlos aL al- 
cance de los companeros que quieran utilizados. 

Con objeto de hacer laexposición lo más clara y fácil posible, 
procederemos dei modo más elemental, á riesgo de que se nos 
tilde de pesadez. 

Antes de abordar el estúdio dei trabajo estableceremos las no- 
taciones y representaciones que hemos de emplear. 

Una luerza, representada por un segmento de su línea de ac- 
ción con su flecha, será indicada por diversas letras mayúsculas, 
según la clase de causa ó efecto á que se refiera: F, fuerza en ge- 
neral; $, fuerza elástica; A, acción; R, reacción, etc. 



Fig. i. a 


La proyección sobre la línea de una fuerza, dei camino reco- 
rrido por su punto de aplicación, se llamará recorrido lineal; es- 
tará representado por otro segmento de la línea de acción, con su 
flecha correspondiente y afectado con los signos -j- ó — , según 
que su dirección concuerde ó discuerde con la de la fuerza (figu- 
ra l. a ). Se designará por las minúsculas/, cp, a , r, etc., que en 
cada caso correspondan á F, <t>, A, R, etc. 

El trabajo, producto de fuerza por recorrido, estará represen- 
tado por el área dei rectángulo Ff, $<?, Aa , Rr, con el mismo 
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signo dei recorrido; á la derecka de la línea de acción si es posi- 
tivo y vice versa. 

Ei momento de un par (fig. ,2. a ); área dei paralelogramo cons- 
truído con sus dos fuerzas, estará representado lo mismo que una 
fuerza, sobre cualquier línea de acción (eje) normal al plano dei 
par. Si las escalas son: 

unidad de longitud < > E unidades de fuerza 
unidad de longitud < > e unidades de recorrido 

Ja de momentos es: 

unidad de longitud < > Ee unidades de momento. 

E , e, ( Ee ), son así magnitudes dei orden cero, números abs- 
tractos. Las designaciones serán: m, momento en general, ó tam- 
bién de empotramiento; A, acción; E, reacción (acciones y reac- 
ciones pueden ser dei género fuerza ó dei género momento). 



El ângulo descrito por cualquier línea dei plano dei par se 
llamará recorrido angular ; estará representado por un segmento 
medido en el mismo eje arbitrário dei par, afectado por el signo 
-f- si el sentido dei giro concuerda con el dei momento y vice- 
versa. Su escala será: 


unidad de longitud < > unidad de ângulo 


y su designación: 

/i, a, r, etc., correlativa con m, A, E, etc. 
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El trabajo, producto dei momento por el ângulo girado, esta- 
rá representado por el área dei rectángulo wr, Aa , Er, etc., con 
el mismo signo dei recorrido angular y á derecka ó izquierda 
dei eje, según sea + ó — . 

La escala de trabajos es naturalmente la misma, procedan de 
fuerzas ó de momentos: 

unidad de superfície <> (Ee) unidades de trabajo; 

Recordemos que los pares se proyectan, componen, etc., lo 
mismo que las fuerzas, operando sobre los ejes que en magnitud 
y sentido los representai!, y que dei mismo modo se procede con 
Jos recorridos angulares ó rotaciones. Así, pues, en el caso más 
general de considerar un momento, representado por su eje y un 
angulo de giro alrededor de otro eje, llamaremos recorrido angu- 
ar correspondiente al momento á la proyección sobre su eje dei 
segmento representativo dei giro. 

Observemos que como las fuerzas y momentos pueden tener 
cualquièr dirección en el espacio, no cabe atribuirles signos: sólo 
son estos posibles en los trabajos y resultan sencillísimamente 
de la convención admitida (*). 


(*) Negativo equivale á resistente. Como veremos, todo trabajo negativo 
se acumula en forma de energia potencial. 
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El trabajo vir tf uai 


Si sobre un punto material en equilíbrio aciúan diversas 
fuerzas y el equilíbrio se conserva, la suma de proyecciones de 
aquellas sobre cualquier dirección arbitraria debe ser nula: 


Si en esa dirección se supone posible una desviación virtual , v, 
dei punto, el producto vXlF cos «, idêntico á la suma 2 F X 
(v cos o.) es tambien necesariamente nulo. 

(v cos o) representa un recorrido virtual , f, en la dirección de 
cada fuerza. Como v y « son arbitrários, fes en absoluto inde- 
pendiente de F. 

Indicando con F diclia independencia, el símbolo 2 "i'f= 0, 
expresión dei trabajo virtual nulo , es la expresión dei equilíbrio 
dei punto. 

Si sobre el punto actiían pares ó momentos m, debe resultar 
también 2 m cos a = 0 en cualquier dirección arbitraria en que 
se proyecten aquéllos. Si alrededor de esa dirección arbitraria se 
considera posible un giro ó desviación angular virtual r, 


(r cos o.) representa un recorrido virtual , u, alrededor dei eje de 
'cada momento. Resulta analogamente, por la arbitrariedad de? 
y d e a, 2 W 2 ju = 0, nulidad dei trabajo virtual de m. 


2 f cos a = 0. 


7 X 2 m COS a = 2 m ('/ COS a) = 0 . 
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Si, en general, actúan sobre el punto fuerzas y momentos, el 
equilibrio exige: 

(1) 2Ff= 0 ; 2mn = 0 (2) 

Designando, en general, por C las causas (fuerzas ó momen- 
tos) independientes de los recorridos , c, efectuados virtualmente (los 
lineales en las direcciones de las íuerzas, los angulares alrededor 
de los ejes de los momentos), las expresiones (1) y (2) se verifican 
siempre que 2 ~Cc= -f- 2 ni$L = 0. Para 'que la suma de 
los productos (Cc) sea nula, cmlesquiera que sean C y c, se nece- 
sita imprescindiblemente que sean nulas por separado las sumas 
F f , m ,u. 

Un sistema de valores f f u 1 podrá conducir já 2 C c = 0 si se 
cumple 2 f f = — 2 m ji* . Gon las mismas F m y u' , otro siste- 
ma f n conducirá á2 Ff" g — 2 m a', y no se verificaria ya 
2 Cc= 0. 

Por este mismo razonamiento, la condición 2 Ce — 0 , ex- 

tendida la suma â todas las causas C 1 C n que actúen sobre 

un sistema de puntos materiales invariablemente unidos , implica 

necesari amente 2 c f c = 2 c n c = = 0. Un sólido indefor- 

mable permanece en equilibrio si el trabajo virtual de las causas 
que sobre él actúan es nulo. 

Si el sólido es deformable, pero dentro dei período de elasti- 
cidad perfecta (*) entre punto y punto materiales aparecen varia- 
ciones de distancia: nace un sistema de fuerzas interiores a», co- 
rrelativo con el de causas C. Cada punto efectúa, relativamente al 
inmediato, un movimiento que proyectado en la dirección de $ da 
un recorrido tf, correlativo con el sistema de recorridos c. Si 
cualesquie* a que sean de una parte las causas C y las fuerzas por 
ellas originadas, o, y de otra los recorridos c y los á eUos corres - 
pondientes, tf, la suma de todos los trabajos virtules C c y es 
nula, el sólido quedará en equilibrio. 

Contemos positivamente los trabajos cuando concuerdan los 
sentidos dê causas (fuerzas ó momentos) y recorridos Jlineales ó 
angulares). En el interior dei sólido esos sentidos son siempre 


(*) Ningún cuerpo la posee desde un principio. Por la reiteración ó per- 
manência de cargas, todos los materiales de construcción llegan á ser, dentro 
de ciertos limites, perfectamente elásticos. 
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opuestos: las íuerzas elásticas coartan las deformaciones de que 
nacen. Poniendo en evidencia el signo, la expresión dei equi- 
librio es: 

2 j C c — = 0 

2 Cc=2$<P (3) 

ó sea la igualdad, en valor absoluto, de los trabajos virtual es de 
las causas externas y de las íuerzas internas, cualesquiera que 
sean, de una parte Ias causas, de olra los recorridos de éstas. 

Las causas exteriores son de dos clases: acciones y reacciones. 
De obrar sólo las acciones el sólido se pondría y permanecería 
en movimiento: los cuerpos que sustentan al sólido se oponen, 
pero no en absoluto; ceden, deíórmándose y restringiendo el mo- 
vimiento y de su deíórmación nacen las reacciones que llegan á 
anularl o y á dejar íinalmente al sólido en equilibrio. 

Un buque al que se agrega un peso, aumenta visiblemente 
de calado. Un puente de arco entre dos macizos de roca parece 
que no suíre movimiento alguno en sus arranques cuando pene- 
tra una sobrecarga. En realidad la roca cede elásticamente y, 
aunque en cantidad inapreciable, se mueven los arranques dei 
arco. 

Las causas externas satisfacen, llegado el equilibrio, á la 
condición simbólica 

2 C = 2 AH- 2 R = 0 (4) 

C, A, A, representan lo mismo fuerzas que momentos. La expre- 
sión (4) involucra, de este modo, las condiciones de la Estática, 
seis para los sistemas de tres dimensiones y tres para los de dos. 

Consecuencia de (3) y de (4) es 2 <t> = 0, puesto que c y $ 
constituyen un sistema total en equilibrio. 

Toda reacción nace de una deíormación dei cuerpo sustenta- 
dor, y, por tanto, implica un recorrido lineal ó angular, cuya 
proyección, r, sobre la íuerza ó sobre el eje dei par, es de senti- 
do opuesto al de éstos: la reacción coarta y limita la deforma- 
eión. El trabajo de las reacciones es resistente, negativo: ponién- 
dolo en evidencia resulta como condición de equilibrio: 

2 "c c = 2 A~a — 2 R~r = 2 Oç . (5) 
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A las acciones A corresponden, por las formas de sustentación, 
determinadas reacciones R y, por la constituciòn y forma dei sólido , 
determinadas fuerzas internas <K A los recorridos a correspon- 
den, análogamente, determinados r y <p. Como las variables A, a , 
son en absoluto independientes una de otra, lo son también entre 
sí las respectivas funciones, R respecto á r, $ respecto á ?. Si, 
cualesquiera que sean A y a, se verifica la condición (5), el sóli- 
do elástico queda en equilíbrio. 

El ideal dei constructor seria anular en absoluto los recorri- 
dos r. En la imposibilidad de lograrlo, se procura sustentar las 
construcciones de tal modo que los posibles r sean sumamente 
pequenos. EL ideal 2 R r = 0, es decir, la nulidad dei trabajo 
puesto en juego en las sustentaciones no se alcanza por comple- 
to, pero falta poco. Así, pues, en una construcción Uen estableei- 
da se puede admitir con suficiente aproximación 

y ^ a = v 0) (p. (6) 

Cada sustentación produce un sistema de reacciones infinite- 
simales, aplicada cada una á un punto de la superfície de con- 
tacto entre el sólido y el cuerpo sustentador. Este sistema se sus- 
tituye por uno equivalente, constituído por la fuerza y par re- 
sultantes de trasladar todas aquellas reacciones al centro de gra- 
vedad de dicha superfície. La fuerza á su vez se sustituye por sus 
dos componentes, vertical y horizontal. El trabajo Rr equivale 
á la suma Vy-f-JT/fc-j-m^yla condición ideal queda expve- 
sada por 

2 J Vv + Hh -f- m U j = 0 

que por el razonamiento ya conocido, y en virtud de la indepen- 
dência entre reacciones y recorridos, implica la nulidad de cada 
uno de los trabajos V v, Eh , m y. relativos á cada sustentación. 

Recordando que llamamos recorrido alefectuado según la di- 
rección de la fuerza ó alrededor dei eje dei momento, se com- 
prende que ciertas formas de sustentación permitan al sólido 
elástico una deformación relativamente grande, pero sin compo- 
nente alguna según la dirección ó alrededor dei eje; es decir; con 
recorrido nulo y trabajo nulo. 

Las formas de sustentación de un sistema plano son tres: 
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apoyo môvil, ó de diJatación; apoyo p/o, ó de articulaeión; apoyo 
comjpZ fo, ó empotramiento. 



) 3 

1 

ií=o r 

711 

& 



Fig. 3. a 

En el primero (fig. 3. a ), que permite una traslación t paralela 
â una recta dada, sólo es posible una reacción dirigida normal- 
mente á dicha recta, pero aplicada á un punto variable segiin 



Fig. 4. 11 

aquella traslación. Equivale prácticamente al apoyo sobre un ro- 
dillo. Si la traslación posible es bastante pequena, se confunde 
su efecto con el de una rotación alrededor dei centro instantâneo, 

2 
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contacto dei rodillo con el plano de rodadura y.el apoyo se sim- 
boliza por una biela articulada al sólido y al cuerpo sustentador. 
No piiedèn existir E ni m. 

En una arliculación (dg. 4. a ) que permite el giro g alrededor 
de su centro, sólo es posible una reacción que pase por el mismo, 
pero su inclinación puede ser cualquiera, lo mismo que la rela- 
ción de sus componentes, V, E. Se simboliza por dos bielas con- 
currentes: el sólido resulta articulado en la intersección, real ó 
virtual, de dicbas bielas. No puede existir m. 



Fig. 5. a 

En un empotramiento (dg. 5. a ) que no permite ni giro ni 
traslación, la reacción puede pasar por cualquier punto y en 
cualquier dirección. Para que la sección empotrada dei sólido 
permanezca invariable basta fijar un punto por una articula- 
ción y soportar otro en un apoyo mó vil, de modo que para un 
punto cualquiera la traslación í, compatible con el apoyo, sea in- 
compatible con el giro <7, alrededor de la arliculación. y, E , m, 
pueden ser cualesquiera. 

Geométricamente , son nulos: en el primer caso, v; en el segun- 
do, v, h; en el tercero, v , /i, p-, y en todos ellos 2 Rr, que es, res- 
pectivamente (2 Vv), (2 Vv -h 2 Eh) y (2 Vv + 2 Eh + 2 m p-)* 
Realme-\te , ni rodillos, ni rótulas, aun supuestos en absoluto in- 
deformables, dejan de presentar rozamiento, que origina en cl 
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primer caso una reacción iT, y en el segundo atra ra, y oponen 
cierto trabajo 2 Eh ó 2 m Prácticamente, en una construcción 
bien sustentada, 2 Rr se puede considerar nula, y como suficien- 
temente aproximada la condición 

2 Ãa = 2Í' Ç p (6) 

Puesto que A y sus consecuentes son en absoluto inde- 
penãientes de a y sus correlativas <*>, si á la acción unidad, aplica- 
da á un punto determinado p, corresponde el sistema de fuerzas 
interiores <i> Pf 1? la ecuación: 

1 X ci p = 2 <P p> j x o (7) 

determina el recorrido a p de aquel punto en función de los reco- 
rridos <p, cualquiera que sea el sistema (a, <?). Si podemos calcu- 
lar los <p' producidos por un sistema particular de acciones cono- 
cidas, A', en función de los recorridos incógnitos, a\ exigidos 
por el equilibrio, la expresión: 

Tx a' p = 2* p?1 x *' (8) 

determinará el recorrido a' p dei punto p cuando el sólido- soporte 
en equilibrio el sistema A'. 

Para que esto último suceda, claro es que tiene que coexistir 
con el sistema A' el de reacciones còrrespondientes R r , sin el cual 
no habría equilibrio posible. Y por la misma razón, con T tiene 
que coexistir el sistema^. Aunque los trabajos de estas reaccio- 
nes se eliminen, R r y R l intervienen necesariamente: las prime- 
ras en la determinación de 9 ', las segundas en la de o Pj i. 

a f v está, como siempre, medido en la dirección (ó alrededor 
dei eje) de la acción unidad aplicada áp. Las direcciones de las 
fuerzas moleculares o son siempre las mismas, variando sólo sus 
signos y valores: Los recorridos <*' están medidos según esas di- 
recciones constantes. 

El primer miembro de (8) mide, prescindiendo dei factor uni- 
dad de acción, el recorrido lineal (ó angular) de un punto (ó una 
línea) dei sólido sometido al sistema A r y en equilibrio. El se- 
gundo miembro valora el trabajo que las fuerzas elásticas pues- 
tas en juego al actuar la acción unidad en aquel punto (ó línea) 
desarrollarían si los recorridos fueran los relativos al equilibrio, 
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Como es sabido, las deformaciones debidas al esíuerzo cor- 
tante son, en general, pequenas comparadas con las producidas 
por la íuerza normal N y por el momento ílector ÃT, y se pres- 
cinde usualmente de tenerlas en cuenta. 

Introduciendo estos valores en (8), si A T t T t expresan los 
elementos producidos eii el equilibrio bajo la acción unidad, al 
obrar ésta en un punto (ó línea) jp y en una dirección lineal (6 
angular) arbitrariamente elegida y si N M T son los originados 
en el equilibrio bajo un sistema de acciones cualesquiera, A , re- 


sulta: 


1 X 




M 

X -jjM + 


+ 


/ T ' X “S 1 


ãl (9) 


expresiones concretas de los recorridos reales producidos en p , 
según la dirección escogida, originados en el equilibrio bajo el 
sistema A . 

Reduzcamos el sistema A á una sola acción aislada, de valor 
a veces la unidad, aplicada en q. N , M, T se convierten en A 1 M 1 
T l para la unidad y en &N { aiií 1 «T l para A = ( a x 1), en el mis- 
mo q aplicada. El recorrido 


/ a N l í 4 a. M l 

N ' >< ~ÊT âl+ J M ' x ~ê7 ãL + 


■/ 


H- \ T l X x 


a T l 


Et S 


ãl 


producido en p por la acción A que obra en q, es idêntico al es- 
crito en otro orden: 


Jf x fíf dl +/*• x « 4 +/ T ' X « wt dl = 


= ix«, 


qp 


( 10 ) 


que, como «y,, ai|, a T 0 corresponden á la acción (a x 1) apli- 
cada en jp, mide el recorrido originado en g cuando la misma 
acción A obra en jp. 
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Queda así sencillamente demostrado el teorema de Maxwell 
ó ley de la reciprocidad de los recorridos, cuya expresión más 
breve es: 

a p <i = (Ü) 

El recorrido en p causado por la acciôn A, actuante en q, es 
idfntico al recorrido en q originado por la misma acciôn A, actuan- 
te en p. 

Designemos en general por a' p q el recorrido en p, debido á la 

unidad en q. Si en 1,2,3 n, obran acciones, de valores A { a 2 

A 3 A n , el recorrido total énj3 vale: 

1 X a p (i f 2 , 3 n) = #*p , (1 X A { ) -f- a { p 2 (1 X^) + 

4- «'pii (1 X i n ) (12) 

expresión cuyos términos son todos trabajos = acciones X reco- 
rridos, que no cambian si se alribuye á la unidad en el segundo 
miembro la dimensión «recorrido», y al mismo tiempo á los 
a 1 pqla dimensión «cero». Así considerados los a\ q son valores 
numéricos, coeficientes, que miden la influencia de la posición 
de q respecto á p ó de p respecto á q. 

Pero es más correcto considerarlos como verdaderos recorri- 
dos: los A son entonces valores numéricos, la unidad de acciôn 
se elimina en ambos miembros y el recorrido total es la suma 
de productos de los recorridos parciales wiitarios por los valores 
numéricos de las acciones respectivas. 

El teorema de Mohr no es sino una consecuencia de otro más 
general, y, sobre todo, de expresión más clara, precisa y elegan- 
te, relativo al trabajo realmente desarrollado en la deformación. 
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El trabajo real 


EL trabajo virtual unitário es un puro ente de razón, producto 
de íuerzas elásticas engendradas en el equilíbrio bajo la acción 
unidad y de recorridos independientemente originados en eL equi- 
líbrio bajo un sistema de acciones. 

El trabajo real elástico, producto de íuerzas y recorridos cau- 
sados ambos en el equilíbrio correspondiente á un solo sistema 
de acciones, que simultáneamente engendran aquéllas y éstos, 
depende íntimamente dei modo de obrar dicho sistema y dei 
modo de generar íuerzas y recorridos. 

Un sólido, en equilíbrio inicial, recibeuna acción. Si é&ta se 
maniâesta gradualmente, creciendo desde el valor cero dei esta- 
do inicial, hasta adquirir su valor total al cabo de un cierto 
tiempo, dei mismo modo irán desarrollándose gradual mente den- 
tro dei sólido las íuerzas elásticas <& y sus recorridos ó deíorma- 
ciones cp. En cualquier momento, dentro dei régimen de períecta 
elasticidad, unas y otros son exactamente proporcionales: 


siempre negativo, por ser opuestos los sentidos de $ y <p. 


<P = & < t>, ó $ = /! <p 

El trabajo elástico, gradualmente desarrollado, crece desde 
cero hasta 



( 13 ) 
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Durante el mismo período, el recorrido de la acción, ó la de- 
formación dei sólido en el punto correspondiente, crece en pro- 
porción á aquella causa desde cero hasta su valor final. EI trabajo 
f A d 

puesto en juego es analogamente — — . Y las reacciones dei sis- 

Rr 

tema sustentador desarrollan un trabajo negativo — , prác- 

ticamente nulo. 

Mientras la duración dei período sea finita, el sólido elástico 
se anima con una velocidad y pone en juego una energia cinética 

— Zmv 2 también finita. En el limite, cuando la duración crece 

indefinidamente, dicha energia (que en su lugar estudiaremos) 
tiende á anularse. El equilíbrio se establece de un modo gradual 
y tendiendo â la condiciòn limite : 



ó prácticamente: 

Aa $ '5 

Los trabajos reales gradualmente puestosen juego por iV, M, T , 
son: 

1 f è N 1 P At 1 

tJ = w < 15 > 

1 (* M 1 P SP 

— -J —U (16, 

1 P T 1 P 7 S 

T J '-ÕT d ‘ " 7) 

En el caso, más general, de no estar las acciones contenidas en 
el plano principal dei sólido, ó de seréste de planta curva, existe un 
momento de torsión M* que en la sección de momento de inércia 
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polar -l * 1 * * determina un recorrido angular — - — — y un trabajo, 

E t / c 

por torsión, 



M l es un elemento cie cálculo completamente homólogo de los 
demás, N , M, T: le es aplicable cuánto respecto á éstos digamos. 
Como en la mayor parte de los casos prácticos M t es nulo, pres- 
cindimos de él y dei trabajo elástico que le corresponde. 

Los elementos de cálculo, IV, M, Z, producidos en el equilí- 
brio bajo acciones A i? A 2 , A n son de la forma 

N = |V t X A 4 — |— N 2 X A 2 — |— “f" N n A n , etc. (18) 

llamando en general N k , M k , Z k los producidos en el equilí- 
brio bajo la acción unidad en k. iV, M, Z 7 , corresponden, natu- 
ralmente, á la coexistência de las acciones y reacciones. 

Estas son función lineal de aquéllas, y el momento par- 
cial (ilf k X A k ), por ejemplo, es la suma de: m k x A k , co- 
rrespondiente á la acción por sí sola, más m' k R r k = m' k X 
( A k ), relativo á una reacción ( a A k ), etc., y M k = m k -f- 

Estos valores unitários N k , M k , T k son independientes de 
las acciones: sólo dependen de la forma, dimensiones y propie- 
dades elásticas dei cuerpo y de las posiciones de k y de A k . Son, 
finalmente, las derivadas parciales de N respecto al valor de la 
acción en k (*). 

Si derivamos parcialmente respecto al valor de A k la expre- 


(*) Décimos respecto al valor de la acción y no respecto á la acción inis- 
ma. Un elemento parcial, iVZk , es de las mismas dimensiones que M, es decir, 
un momento = fuerza X longitud. A k no es la acción, estrictamente hablan- 
do, sino el número abstracto que mide su intensidad, su valor : 

A k unidades de acción 

= A k 

1 unidad de acción 

Se suele, sin embargo, nosotros mismos lo haremos, abreviar diciendo: 

«derivada respecto á la acción». 
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síón dei trabajo elástico real y total, 3", suma de (15), (16) y (17) 
obtenemos: 

d$ P A” P M 

33? -J * * * x :*r •+ 

+/ 2 '* x * Ks a ‘ |19 > 

cuyo segundo miembro, donde iV k , , r k son los valores de 

JV, M, T relativos á la acción unidad en k, es idêntico al homó- 
logo de (9), expresiòn dei teorema de Mohr. Por tanto: 

lx ' , “ = x5: |20) 

demostración dei teorema de Castigliano: La derivada parcial dei 
trabajo elástico , respecto al valor de una acción , mide el recorrido 
de êsta. 

La derivada parcial de un trabajo (luerza X longitud, ó mo 
mento X ângulo), respecto á una fuerza es una longitud y res- 
pecto â un momento un ângulo. La expresiòn (20) es absurda si 
la derivación se hace así. Por lo contrario, es períêctamente ra- 
cional cuando se opera respecto al valor de la acción; la derivada 
es entonces otro trabajo. 

Escribiendo 


dS 



como en lo sucesivo haremos, se sobreentiende la derivación he- 
cha respecto á la misma acción y no hay discrepância entre las 
expresiones en lenguaje ordinário y matemático. 

Puede darse mejor demostración de este importantísimo teo- 
rema, sin recurrir al de Mohr, que por implicar 1 Rr = 0 no es 
absolutamente riguroso. 

Apliquemos á un sólido en equilibrio inicial una sola acción 
infinitesimal ãA k , que ocasiona un trabajo 

1 [ dak ) 

T^ x hir xáA M 
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infinitesimal de segundo orden. Las reacciones correspondieutes 
á dA k originan otro trabajo análogo, de siguo opuesto. 

Apliquemos aliora el sistema finito 2 A -F-2.K; la acción 
preexistente dA k produce dA k X «k > puesto que obra desde 
luego con todo su valor. En el limite de iníinitesi males de pri- 
mer orden: 

cT-f- ã$ = — sAa — — 2 Rr -(- dAk X a k ; 

2 2 


dü = dA k X a k 






Mejor todavia, la demostración más directa dei teorema, sin 
recurrir al artificio de aplicar primero el incremento parcial y 
después las acciones totales, es la siguiente: 

Partiendo dei equilíbrio bajo 2 A -f- 2 R, al incremento par- 
cial dA k corresponden, aparte de los infinitesimales de segundo 
orden, los de primero relativos á las acciones preexistentes. 

Cada A produce A x j X dA k j; analogamente cada R, 

y, en suma, el incremento de primer orden es: 


d ãr= 2 A x 


da 

dAk 


dAk 


2 RX 


dr 

d Ak 


Por tanto: 
d$ 


da 


= 2 A X 
dAk dAk 


— 2 RX 


dr 

dAk 


dAk 


(a) 


1 1 ^ 

Directamente, derivando cT = — 2 Aa — — 2 Rr , y pues- 
to que la única A dependiente de Ak es ella misma, en el 
1 

Ak X ak : 


producto 0 
dS 


1 da 

= T S A rfAk 


dAk 

De (a) y (b) resulta: 
a k = sa X 


-T ss 


dr 1 


(b) 


da 


dAk 


— 2# X 


dr 

dAk 


d$ 


dAk 


(c) 


Como se ve, cúmplase, ó no, la condición ideal 2 ifri — 0, la 
derivada parcial mide siempre el recorrido. 
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La distinción entre acciones y reacciones es, desde el punto 
de vista mecânico, puramente convencional. EL constructor di- 
ferencia las causas conocidas, acciones y los efectos a priorl des- 
conocidos, reacciones, que los cuerpos sustentadores han de ejer* 
cer para que el sólido quede en equilíbrio. Genericamente accio- 
nes y reacciones son todas agentes exteriores que por intermédio 
dei sólido elástico se equilibram Un número qual qui era de ellas 
puede ser tomado como causas y el resto como efectos, siempre 
que se agreguen las condiciones que definen la mutua dependen- 
cia ó correlación. 

Mientras la forma, dimensiones y elasticidad dei sólido sean 
lasmismas, así como sus relaciones con los cuerpos suslentadores, 
idêntico resultado se obtendrá de cualquier modo que se proceda. 

Las expresiones (18) y análogas valúan los elementos de cálcu- 
lo, iV, Af, T , en función explícita de A, implícita de R, conside- 
rando como variables independientes solo las A. Lo mismo puede 
hacerse tomando como tales variables todas ó algunas de las iü, 
solas ó reunidas con algunas de las A; las restantes hasta com- 
pletar el sistema (A R ) entrarán, implicitamente, como fun- 
ciones de las independientes. A y R están además ligadas por las 
condiciones íundamentales dei equilíbrio, tres en sistemas planos, 
seis en los dei espacio. El trabajo elástico, expresado mediante 
A r , lf, T, será función de las mismas únicas variables indepen- 
dientes y su derivada parcial respecto á una de ellas medirá 
siempre el recorrido según la dirección de la misma. 

Si ese recorrido es, por las condiciones de susteniaciôn 7 muy pe- 
queno, pràcticamente nulo , igualando á cero la derivada parcial 
correlativa, se obtendrá una condición de equilíbrio suficiente- 
mente aproximada. Con todas las homólogas, derivadas parciales 
respecto á las causas cuyos recorridos sean despreciaUes (reac- 
ciones) igualadas á cero, habrá tantas ecuaciones como variables 
independientes y los valores de éstas requeridos por el equilíbrio 

quedarán determinados. 

dò 

La condición = 0 es la necesaria y suficiente para que 

dRk 

el valor de ella deducido para i? k baga $ máximo ó mínimo. La 
segunda derivada 

/ dS' \ 

d*S __ V dR k ) _ dr k (21) 

dRk~ dRk dRk 
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es necesariamente positiva: un incremento, clR k , de un agente 
exterior prodnce una deformación elemental dirigida en el mismo 
sentido que R^. El trabajo elástico ei un mínimo. 

De aqui otro teorema, enunciado primero por Menabrea y 
demostrado como consecuencia dei suyo por Castigliano: Las 
reacciones , cuyo trabajo es nulo , son tales , que liacen mínimo el tra- 
bajo elástico . 

Más en general todavia. Consideremos un sólido sustentado 
de un modo cualquiera y en equilibrio. Cortémoslo realmente 
en dos partes: el equilibrio subsiste si cada trozo ejerce sobre el 
otro una acción igual á la resultante de todas las fuerzas molecu- 
lares que antes de la escisión desarrollaba sobre aquél en la su- 
perücie separadora. Esa resultante es la fuerza de enlace. 

El trabajo elástico total S', queda descompuesto en -{- §1. 
Sea R [q ia resultante de las acciones moleculares de 1 so- 
bre 2, igual y contraria á R 2l de 2 sobre 1. El recorrido de 
= es: 


y el de R 2l 




dR v > 


d 

r "- 1 = ~dR. u 


d$,, 

dRj. 


d% t 

dR.» 


Como cualquiera que sea el trozo que se considere el reco- 
rrido es el mismo 


d S* 

= r%i = d R„ 


d%, 

dR 


La derivada parcial de èT, trabajo elástico total , en el sólido 
sin cortar, derivada que ahora no miãe recorrido alguno , resulta 
en virtud de lo anterior: 


dT 

dtt { * 


d%, 

dR„ 


+ 


dS* 

dR.* 


= 0 ( 22 ). 


Como un incremento de trabajo elástico total conduce necesa- 
riamente á un aumento de reacción mutua, la segunda derivada 
de cT es positiva. El valor de i? l2 , deducido de (22), hace 5" mínimo. 
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Resulta asi demostrado el segundo teorema de Castigliano: Las 
fuerzas elásticas dentro de un sólido en equilíbrio son en cada 
punto tales, que hacen , dentro de las condiciones de sustentaçiôn, 
mínimo el trdbajo total de ãeformación elástica. 

Es sencillamente el resultado de la ley general de la natura- 
leza, el principio de la mínima acción. Entre todas las maneras 
con que un sólido puede, partiendo de un equilíbrio inicial, 
llegar á oiro equilíbrio final, sujeto á las condiciones de susten- 
tación, eligej irremisiblemente, puede decirse, aquellaque, dentro 
de las condiciones impuestas, requiere un mínimo de trabajo, 
tanto de las causas exteriores como de las fuerzas moleculares 
interiores. 

El teorema es rigurosamente exacto, sin más restricción que 
la general de ser las delbrmaciones % lerfectamente elásticas. El 
teorema de Menabrea, exacto solamente en el limite cuando 
S R r == 0 resulta como corolário. 

Consideremos, por ejemplo, un arco sobre dós estribos que 
ceden elásticamente, sustentados ambos en roca que no ceda 
nada. El sólido elástico comprende estribos y arco: las fuerzas 
interiores en la sección de arranques, aunque ésta ceda visible- 
mente, son tales que hacen mínimo el trabajo de todo el sistema. 
Si suponemos que los estribos van ganando progresivamente eu 
rigidez seguirá cumpliéndose la condición de mínimo, pero den- 
tro dei trabajo total irá correspondiendo una parte cada vez me- 
nor á los estribos. 

En el limite, cuando éstos no se deformen en absoluto, la 
condición persiste; el trabajo, que entonces es el dei arco sólo, es 
un mínimo y las fuerzas interiores en los arranques pasan á ser 
las reacciones con recorrido y trabajo nulos. 

El teorema de Maxwell, que como el de Menabrea sólo es 
exacto en el limite (2 Rr = 0), resulta igualmente un corolário 
dei de Castigliano. 

El trabajo total dei sistema Si + Sí, tiende al limite ideal 
de perfección de las construcciones: 






=. t a v 4“ -f- ^-k^k + < 


I UNDACION 
.11 ANII.O 
TURRIANO 



— 31 — 


El equilibrio bajo la acción unidad ejercida en q , determina 
en p un recorrido «‘ pq . A dicha acción corresponden ciertas reac- 
ciones indispensables para el equilibrio: a‘ pq engloba el resulta- 
do dei conjunto de una y de otras. Una acción A q veces niayoi , 
origina a’ pq X A q . El recorrido total en p, en el equilibrio bajo 
el sistema completo, es de la forma: 


«p(l, 2 ...n) — 


d W 

(l A n 


= «‘p 1 XA, + + a‘ppXi P + + a 'pq X A q + (-3) 

función lineal delas únicas variables independientes A, puesto 
que la influencia de las 22, funciones también lineales de A, está 
compreudida dentro de las a 1 . 

Al demostrar el teorema de Castigliano, hemos encontrado 
una ecuación (c) que en el limite, 2 Rr = 0, da: 


ap = 2AX 


da 
dl In 


Su derivada respecto á A q es: 
d a P 


d-a . d a q 

= 2il X ~j~a 7T“ ^ ~rr 

d A p X d Aq d Ap 


d Aq 

puesto que todas las A, salvo A q â la que multiplica a q , son in- 
dependientes de A q . 

Como todas las derivadas segundas de una función lineal son 
nulas, resulta, según (23): 

/da p \ í da q \ 

{jT q = a »A = (jj;= ací *) 

El teorema de Maxwell no es riguroso, puesto que requiere 
2 Rr == 0. 
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IV 


ILos trabajos térmico y dinâmico. 


En todo lo dicho liemos supuesto acciones dei género defuer 
zas ó momentos que, al obrar de un modo gradual sobre la cons- 
trucción, desarrollan uu trabajo activo. Este trabajo es absorbido 
íntegramente por las deíbrmaciones elásticas dei sólido-construc- 
ción y de los cuerpos sustentadores, qne lo conservan, tanto aquél 
como éstos, en estado potencial. En el caso práctico, ideal dei 
constructor, la energia activa se almacena exclusivamente en el 
sólido, nada en las sustentaciones, supuestas indeformables. 

Otra forma de energia activa puede, también de un modo 
gradual, romper el equilíbrio primitivo: las alteraciones de vo- 
lumen dei sffido por efecto de cambio de temperatura ó de estado 
higrométrico. 

El cambio puede ser uniforme ó variado, es decir, afectar dei 
mismo ó de diferente modo á los diversos puntos dei sólido. Sólo 
se acostumbra estudiar el primero, que produce, mientras una 
influencia extrana, la sustentación, no se le opone, una dilata— 
ción ó contracción unitaria igual en todos los puntos y direc- 
ciones. 

Si la variación de volumen es uniforme y se efectúa libre- 
mente, sin que ninguna sustentación se le oponga, el sólido con- 
serva siempre una forma semejante á la primitiva: la energia 
activa, suma de calorias recibidas, se guarda íntegra en el tra- 
bajo de deformación elástica y en la energia potencial que corres- 
ponde á la nueva posición dei centro de gravedad. 

3 
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En cuanto alguna sustentación coarta el cambio de volumen, 
Ia forma de equilibrio deja de ser semejante á la primitiva: 
nacen reacciones que son precisamente las necesarias para redu- 
cir la forma que el cuerpo tomaria libremente á la que toma for- 
zado por las condiciones de sustentación. 

Como no liay fuerzas ni momentos exteriores, esas reacciones 
constituyen necesariamente un sistema en equilibrio; nos encon- 
tramos, por tanto, en el caso general, sustituyendo al sistema 
2 a + 2 R el 5 Rt, totalm*ente desconocido. 

Poco importa esto, pues expresado el trabajo elástico ^en 
función de las variables consideradas como independientes Rt (to- 
das menos tres, puesto que forman un sistema en equilibrio), sus 
derivadas parciales serán siemprelos recorridos. Si una sustenta- 
ción impide en absoluto el cambio de volumen según Rí, y si á la 
variación de dimensiones efectuada en completa libertad corres- 
ponde, también según la dirección de R t , un recorrido p t , el re- 
corrido real dè esta reacción debe ser el que anule al libremente 
efectuado: 


Pt + 


d Rt 


= 0 


d Rt 


= - Pt (24) 


Si la sustentación coarta .parcialmente el cambio cie dimen- 
siones y en lugar de pt, efectuado en libertad, es p ; t el recorrido 
real, el de la reacción debe ser el que lo reduzca á ese valor 


Pt + 


dü 
d Rt 


= P t 


d Rt 


= — (Pt— p't) (24') 


Si la sustentación en nada coarta el cambio de volumen, no 
se produce en ella reacción alguna. El sistema 2 Rt, que, como 
siempre, simboliza lo mismo fuerzas que momentos, así como p l 
indica recorridos lineales ó angulares, queda períectamente deter- 
minado. Las ecuaciones (24) tienen sus primeros miembros de 
la forma (19), expresados N, M, T, en función de las Rt indepen- 
dientes y designando N k , M k , T k , las derivadas parciales respec- 
tivas con relación á la Rt correspondiente al punto ó sección h. 

Si la variación de volumen no es uniforme para todos los pun- 
tos de cada sección, no es posible calcular a priori los recorri- 
dos ft. El problema es, sin embargo, factible cuando se supone 
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una ley lineal de distribución de las variaciones de longitud, des- 
de A s en la fibra superior, basta en la interior de una pieza 
prismática. A ellas corresponde en la fibra neutra una variaeión 
A 0 definida por: 


* s — ^ . A s — Ai 

X v s — Aj -)- x 


siendo e el espesor ó altura de la sección, y v s v\ las distancias 
de la fibra neutra á la superior é inferior. 

La sección terminal de la rebanada dl sufre entonces una 
traslación uniforme ãl X Ao, más un giro, alrededor de la nor- 
mal á la fibra neutra, igual al ângulo cuya tangente es 

As — Ai 


dl X 


y por sti pequenez se confunden, como siempre, los valores de Ja 
tangente y dei ângulo. 

Si At es la fuerza normal, función de las reacciones desco- 
nocidas R^, el trabajo elástico relativo al recorrido uniforme 

ãl X x 0 , más el dei mismo género —t z ãl, própio de JV t , vale 


ES 



e:rjr,o:r, 

Véase Itttclifieacioncs, páginas 175 y 176. 




EL recorrido de una reacción J2 t , que, por las condiciones dei 
problema, sea nulo ó de un valor determinado, f t , será Ia deriva- 
da parcial dei trabajo elástico debido á N\ y Mt 


d 5 


dRt 


=/- 


Mt 


El (IR t 

J AMt 


** t ,, , f m 

ã l — I 


dNt 


ES dRt 


dl 


dlh 


X 


Ai 


+ 


/■ 


dNt 


d Rt 


X A 0 dl = ; 


d l — j— 

0 (25 ) 


! f 


ft 


(25') 


' 
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En cuanto alguna sustentación coarta el cambio de volumen, 
la forma de equilíbrio deja de ser semejante á la primitiva: 
nacen reacciones que sou precisamente las necesarias para redu- 
cir la forma que el cuerpo tomaria libremente á la que toma íor- 
zado por las condiciones de sustentación. 

Como no hay fuerzas ni momentos exteriores, esas reacciones 
constituyen necesariamente un sistema en equilíbrio; nos encon- 
tramos, por tanto, en el caso general, sustituyendo al sistema 
2 4 _)- 2 R el 2 R t , totalmente desconocido. 

Poco importa esto, pues expresado el trabajo elástico S"en 
función de las variables consideradas como independientes Rt (to- 
das menos tres, puesto que forman un sistema en equilíbrio), sus 
derivadas parciales serau siempre los recorridos. Si una sustenta- 
ción impide en absoluto el cambio de volumen según Rt, y si á la 
variaeión de dimensiones efectuada en completa libertad corres- 
ponde, también segúu la dirección de Rt, un recorrido p t , el re- 
corrido real de esta reacción debe ser el que anule al libremente 
efectuada: 


Si la sustentación en nada coarta el cambio de volumen, no 
se produce en ella reacción alguna. El sistema 2 Rt, que, como 
siempre, simboliza lo mismo fuerzas que momentos, así como p l 
indica recorridos lineales ó angulares, queda perfectamente deter- 
minado. Las ecuaciones (24) tienen sus primeros miembros de 
la forma (19), expresados N, M, T, en función de las Rt indepen- 
dientes y designando , M k , T k , las derivadas parciales respec- 
tivas con relación á la Rt correspondiente al punto ó sección h. 

Si la variaeión de volumen no es uniforme para todos los pun- 
tos de cada sección, no es posible calcular a p-iori los recorri- 
dos pt. El problema es, sin embargo, factible cuando se supone 


d $ 


dS 



d Rt 


Pt (24) 
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una ley lineal de distribución de las variaciones de longitud, des- 
de \ s en la fibra superior, hasta en la inferior de una pieza 
prismática. A ellas corresponde en la fibra neutra una váriación 
A 0 definida por: 

■V > . , Ag — li 

x 0 — x s x y s = li -j X Vi 

e e 

siendo e el espesor ó altura de la sécción, y v s las distancias 
de la übra neutra á la superior é inferior. 

La sección terminal de la rebanada dl sufre entonces una 
traslación uniforme ãl X x 0 , más un giro, alrededor de la nor- 
mal á la fibra neutra, igual al ângulo cuya tangente es 

As — li 

dl X - 

e 

y por su pequenez se confunden, como siempre, los valores de lá 
tangente y dei ângulo. 

Si At es ln fuerza normal, función de las reacciones desco- 
nocidas el trabajo elástico relativo al recorrido uniforme 

,y t 

dl x *o, mas el dei mismo género — r dl , propio de iV r t , vale 

h S 

dl -f- I i\ T t X A 0 dl. 


J 35 M+ f‘ 


Del mismo modo al momento flector M corresponde el trabajo 

Ai 


jffr dl + /* x ^ 


dl. 


El recorrido de una reacción Rt, que, por las condiciones dei 
problema, sea nulo ó deun valor determinado, r t , será la deriva- 
da parcial dei trabajo elástico debido á iV t y Mt 


d í> 
~dR t 


Ç Mt 
-J El 


El d Rt 

J dMt 


d Mt . ( è Vt dNt 

dl - f- í — — • d l 


dlh 


X 


J ES dRt 

As — Aí 


d l 




dN \ t 

= | 


pt 


(25 ) 
( 25 ') 


L l 


/ JJ v - 

/ t 1-% 


V : 
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Examinemos ahora ot.ro caso. El sólido recibe un sistema de 
acciones, fuerzas ó momentos, que se establecen repentinamente 
con toda su intensidad, pero sin acumulación anterior de ener- 

A a 

gía. Su trabajo es, por tanto, en lugar de 2 — , que corres- 
ponde al desarrollo gradual de cero a A y de cero á a, otio, que 
llamando al recorrido gradualmente alcanzado desde cero â a 1 
bajo la acción súbita A, es £ A a'. 

Las luerzas interiores <l> y sus recorridos o se-desarrollan pro- 
gresivamente partiendo de cero; de otro modo habría qúe ad- 
mitir para la propagación de las cargas y deformaciones mole- 
culares una celeridad infinita No lo es, ni mucho menos; su va- 
lor es precisamente, como luego veremos, el de la propagación 


dei sonido 


„=Vt |£ ' 


coeficiente de elasticidad; d, densi- 


dad, ambos en correlativas unidades), ó sea unos 5.000 metros 
por segundo eu el acero de const rucei ones. El sólido elástico es 
un resorte y funciona como tal: la transmisión es gradual, el tra- 
bajo elástico vale 2 ^ y el de las reaccioues que á com pás de 

la transmisión hasta los cuerpos sustentadores se desarrollan, 
R r 

~~ ~ ~1T' 

Consideremos una acción cualquiera, A, que operando estáti- 
camente, es decir, dei modo gradual y lentísimo ya dicho, alcan- 
za, cuando el sólido queda en equilibrio, un recorrido a 0 . Cuan- 
do la misma A opera ãinámicamente , es decir, de un modo súbi- 
to, con todo su valor desde el principio, el equilibrio inicial se 
rompe y el recorrido alcanza un cierto valor a', desarrollándose 
un trabajo A a 1. 

Desde luego a 1 es mayor que a 0 . El sólido se pone en movi- 
miento, y cuando A ha recorrido tan sólo y-, el trabajo es ya 
igual al compatible con el equilibrio estático. 

— y— = — | S <I>o <fo + 2 l?o r 0 | = d 0 - 

El exceso de trabajo puesto en juego, A (a ! — -y ^ , es una 
energia cinética que se va almácenando en el sólido y en las sus- 


M 


IL 



tentaciones, gradual aunque rápidamente, forzando las luerzas 
elásticas, reacciones y recorridos a> 0 ? 0 , R 0 r 0 , relativas al equi- 
líbrio, hasta <D', <?', r', simultâneos con a'. 

La energia, toda ella potencial, que en ese momento acumu- 
lan el sólido y los cuerpos sustentadores 

oT p Y | 2 $' <i' — 2 $ 0 <50 + 2 .22' ?•' — 2+0 r 0 j 

es incompatible con ei equilíbrio correspondiente al recorrido a ' . 
El movimiento recomienza en sentido opuesto á expensas de §p 
cuyo signo hemos puesto en evidencia (luerzas elásticas y reaccio- 
nes coartan la deformación).. 

Si g* p subsistiera íntegro, sin pérdida alguna, el sólido y las 
sustentaciones proseguirían su movimiento hasta las posicio- 
nes simétricas de las relativas al Recorrido total a 1 respecto á 

la posición de equilíbrio, correspondiente á — , estableciéndose 

y conservándose indefmidamente el régimen oscilatorio entre 

(a' — y — (a' — alrededor de-^-. 

Pero la energia cT p se disipa gradualmente, por comunicación 
dei movimiento al aire que envuelve al sólido y á los cuerpo^ 
sustentadores y de éstos á los que á su vez los sustentan, etc. En 
cada oscilación simple la energia potencial que vuelve á parecer 
como cinética, para nuevamenté pasar á potencial, etc., es una 
fracción menor que la unidad, w, de la relativa á la oscilación 
anterior. 

Esta disipación se produce desde luego y la energia acumulada 
cuando el recorrido primero vale a 1 es realmente n < 2> p y 
sus valores sucesivos n\ w 3 , n K ... XÍ , cada vez menores. El 
total de energia puesta en juego por la.acción súbita A es: 

n oT = n A a 1 . 

# 

En el limite, cuando êT p se haya disipado por completo, que- 
dará el sólido en equilíbrio bajo la acçión A obrando ya estáti— 

A ao 

camente y con una energia potencial cT 0 — . 

Prescindiendo dei estúdio dei movimiento vibratório, pode- 
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mos, como solución práctica, la queinteresa al constructor, bas- 
ear el valor de una acción A e , tal que establecida c státicamente 
produzea el mismo trabajo molecular n% = nAa que la acción 
súbita. 

Dentro dei limite de perfecta elasticidad, que siempre consi- 
deramos, el trabajo es proporcional á la deformación. 

Las fuerzas elásticas $ e y reacciones R e alcanzarán en este 
equilíbrio gradual los mismos máximos n 4>', n Ri que en el pri- 
mer período dinâmico, si el recorrido estático a Q es el mismo 
máximo a'. La condición: 


En el limite, para n infinitamente próximo á la unidad, 
Aq = 2 A. 

La aplicaciôn súbita de una causa prodicce trabajo y deforma- 
ción elásticos, cuyos limites son dobles que los relativos á la aplica- 
ciôn gradual y lentísima de la misma causa. 

Esos limites son de sentidos opuestos: superior para el trabajo 
súbito é inferior para el trabajo indefinidamente lento. Ambos 
limites son inasequibles en la práctica (*). El trabajo elástico re- 
lativo á una acción que se establece con mucha rapidez, una lo- 
comotora que entra en un puente, por ejemplo, se aleja todavia 
bastante dei doble dei trabajo desarro liado por la misma cuando 
allí se estaciona. El coeficiente de equivalência (2 n) es en la prác- 
tica tanto menor cuanto menor sea la rapidez de establecimiento 
(yelocidad de las locomotoras), y se suele tomar para puentes de 
ferrocarril, como igual á 1 ,5. 

Yeamos, por fin, ei caso verdaderamente dinâmico: la causa 
exterior es una energia cinética, un choque recibido por el sólido 


(*) El primero puede reálizarse, casi, en mi experimento. Suspendiendo un 
peso de un hilo combustible y graduando la tensión de éste de tal modo, que 
aquél toque estrictamente al sólido elástico, pero sin producir presión algu- 
na, la corffl3iistión dei hilo determina la aplicación casi súbita dei peso. Casi, 
porque se requiere un tiempo pequenísimo, pero íinito, nunca nulo para la 
•combustión. 


nAa 1 — — A e X a ò = — A e a 


conduce á 


A e = 2 n X A (26) 
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elástico. El problema, de una complicación formidable en la teo- 
ria de la elasticidad, se simplifica cuando se investigan, no los 
efectos exactos, sino los limites de éstos, los que, por prudência, 
debe tener en cuenta el constructor. 

Un cuerpo de peso Q cae desde una altura a y aborda al sóli- 
do elástico con la velocidad v = V2 ga . El caso limite, el más 
desíávorable para el sólido, es el de transíormación íntegra de 

Q xr 

toda la energia cinética, — , en trabajo elástico. 

9 ^ 

Jamás se llega á esto en la realidad. Si el cuerpo Q rebota con 
una velocidad ( — v r ), por pequena que sea, la energia transfor- 

— v' r 


mada es solamente una fracción ■ 


v 


Si Q taladra al sóli- 


do P, saliendo con la velocidad v n 9 de la fracción 


o 2 — v 


ab- 


sorbida por P, una parte considerable se invierte en el trabajo 
plástico de perióración, otra en el calentamiento de la zona contí- 
gua y dei mismo cuerpo Q, y sólo el residuo es el que llega á in- 
teresar en forma de trabajo elástico toda la masa de P. 

Entre estos dos casos extremos caben todos los intermédios, 
siempre con pèrdida de energia por deformación plástica y calen- 
tamiento de P, de Q ó de ambos á la vez. Sólo se concibe la trans- 
formación íntegra como limite en el caso de choque á velocidad 
inferior á cierto valor crítico (como luego razonaremos) entre 
cuerpos que,’ por una parte, debieran ser ambos perfectamente 
elásticos, y, por otra, necesitaría ser perfectamente inelástíco el 
cuerpo chocante. Aun así, como veremos, hay siempre una parte 
de energia cinética transformada en calor. 

Admitamos como posible aquel caso: el cuerpo Q, blando , y 
que, sin embargo, suponemos no absorbe energia alguna defor- 
mándose, pasa bruscamente de la velocidad v á la misma veloci- 
dad v 1 9 que adquiere en el momento dei choque el sólido P. Si 
éste estuviera libre, v ’ seria la obtenida igualando cantidades de 
movimiento de Q y de (P -f- Q) 


v = v 


Q 


P+Q 


1 -t- 


p 

V 


Pero el movimiento de P está coartado por los cuerpos sus- 
tentadores. El punto (en que suponemos concentrado el choque) 
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adquiere la velocidad u' y cada uno de los demás toma la repre- 
sentada en general por u, nula en las sustentaciones y variable de 
un punto á otro, según su posición respecto á aquéllas y al pun- 
to chocado. 

La fuerza viva absorbida por P es 


s 


dP 
9 2 


que, como P y u 1 son constantes respecto á la integración, se 
puede poner bajo la forma 


_P_ 

9 


f 


X ãPu X 


Pu"‘ 


P_ JiP_ í* / u_ , 2 dP_ P_ 

9 2 J l »' ' P ff 


X k (2") 


ic- 


es la energia absorbida por P en el supuesto de 

que todos sus puntos adquieran la misma velocidad u' . La inte- 
gral h, cuyos limites deben comprender la totalidad de P, es un 
número abstracto, casi siempre menor que la unidad. En efecto, 

u 

la relación — de velocidades es igual á la de recorridos ó flechas 
u 

de un punto cualquiera y dei punto chocado, cuando en éste ac- 
túa una fuerza; las flechas de todos los puntos aumentan ó dis— 
minuyen en la misma escala y todas pasan en el mismo tiempo 
de cero á sus mayores valores. Conocida la ecuación de la elásti- 
ca, dada por la disposición de las* sustentaciones, f = F X (a>), 
y la flecha dei punto chocado x\f — F x ? (x r ): 


r 

~ 


* W 
?(*') 


dP es de la forma pdx\ P es una constante = f pdx y, por 
tanto: 
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* = f (-Y ~ -i_ x fí^Ypdv (28) 

J \v/ ) P f ]) dx J V cp ■(*')/ * 

magnitud de la dimensión cero (*). 

Àsí, pues, el efecto de las sustentaciones al restringir la li- 
bertad de movimiento dei sólido P es reducir la fuerza viva que 


libremente absorbería 

9 

Entre la energia inicial, 
Qu'‘ 


de verificado el choque, 


*9 


Qv a - 

2g 

+ * 


P u ' 2 

a h X x-. 

9 2 

, y la inmediatamente después 
P\ 


29 


hay una perdida , de- 
Q 


bida al paso brusco de v á u' en el cuerpo de masa — y de cero á 

dP 

u en cada elemento de masa . Esta perdida es, como no 

9 

puede menos, aparente: es una transformación, inevitable , de 
energia cinética en calor que guardan Q y P. La aplicación dei 
teorema de Borda, igualdad entre la pérdida aparente y las fuerzas 
vivas correspondientes á los decrementos bruscos de velocidad 
conduce á 


Qo 2 


(« +'"'Ki- = 


— u'Y 


2g 1 "V 2g 2 g 

dP (0 — uf 


-h 


+ 


I 


X 0 
9 2 


( 29 ) 


(*) En una pieza de sección constante y de longitud 2 a, P = p X 2 a. Si 
está apoyada en los extremos y chocada en el centro (a/ = a): 

f 3 x la; 3 /7 a / 3 x 1 a; 3 \ 2 dx _ 17 

f 2 a 2 a 3 ’ ^ ty o \ 2 a 2 a 3 / 2 a 35 


Si los extremos están empotrados: 

x- a? 3 , _ / 7 a / x 2 _ x z \ 2 dx 

2 5 k = 2 / [3 2 ) = 

a 3 J 0 \ a 2 a» / 2 a 


— = 3 

A a 2 


13 

3õ 


En la pieza de longitud a, empotrada en un extremo y chocada en el otro: 
P = pa; x' = a: 

f 3 x- 1 x* 

f' 2 a 2 2 a 3 


£ _ P a / 3 x<i 1 053 \“ dx _ 

7 o/o \ 2 a 2 2 a 3 / a 


33 


4X3j 


Cuando elpunto chocado se acerca á una snstentación,/»; aumenta, llega á 
superar á la unidad, y si el choque se verifica sobre una sustentación, k se 
hace infinito al mismo tiempo que v! nulo. 
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ecuación que desarrollada y simplificada se reduce á 

Q 1 


u' (Q + li P) = v Q\ ó u 1 = v 


Q + hP 


= v 


\+k~ 


( 30 ) 


Las cosas pasan, por lo tanto, como si la masa de P se redu- 
jera á una, en general bastante menor, k P, considerada en com- 
pleta libertad: la ecuación (30) es la de igualdad de cantidades 
de movimiento de Q antes dei choque y de [Q -f- k P) después dei 
mismo. 

La energia cinética queda reducida á: 


10 + * p] Ti = 

Qv 2 

= — X 

2 9 


{Q-hkP) 


2 ff 


1+i T 


( 31 ) 


La transformada en calor y perdida para los efectos mecâni- 
cos dei choque: 


Qv- 

27 


1 


1 — J- li • 


Qv n - 
2 g 


X 


1 


1- 


( 32 ) 


lcP 


Al constructor no le interesa el problema dei movimiento 
oscilatorio, sino simplemente el de evaluación deleíécto dei cho- 
que, supuesto el caso limite de transformarse integra en traba- 
jo elástico la energia cinética subsistente. 

Si una acción estática A e produce un recorrido dei mismo 
género, a Q , otra cualquiera que aplicada en el mismo punto 
origine un cierto q z vaie, dentro siempre dei período de elasti- 
Çb 

dad perfecta, A X y desarrolla un trabajo 


A e X 


í s 


X 


Supongamos en el punto chocado una ácción creciente desde 
cero hasta un valor tal que en su correspondiente recorrido q c 
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desarrolle un trabajo exactamente igual á toda la energia cinéti- 
ca subsistente (31). Los trabajos elásticos producidos por esta ac- 
ción y por el choque serán idênticos. 


Si el recorrido a Q , correspondiente á A e , lo sustituímos por 
el q e , correlativo con el peso Q, estáticamente aplicado, y A e lo 
reemplazamos por Q , la igualdad no se altera: 


El recorrido q B es el buscado; para que el sólido alcance tal 
deformación en el punto chocado precisa obligarle á absorber, 
en forma de trabajo elástico, toda la energia subsistente: 


La acción estática Q e , capaz de originar g £ , y equivalente, 
por tanto, al máximo efecto posible dei choque, es: 


La transformación íntegra exige 





( 34 ) 



En función de la velocidad v = {/ 2g* '• 
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Si se supone clespreciable ia masa de P ante la de Q se ob- 
tienen las expresiones más corrientes de g £ y Q £ , en las que no 
interviene k , que se pueden aplicar, como limites, á casos en que 
aquella bipótesis casi se realice: una barra metálica delgada, 
chocada por un cuerpo bastante pesado. Pero á una construcción 

seria desatinado hacerlo. 

1 P 

Suponiendo k = — , para-^- = 1, 10,25, 50, 100, el radical 


v- 


Q 


'+*7 


vale, respectivamente, 0,816, 0,408, 0,272, 


0,196, 0,140, lo que hace ver la exageración qae se cometería al 
tomar simplemente, prescindiendo de aquél: 


(34' 


Y? a 


<Ze 


Q 


;-Vir 


(35") 


Aun ási, la aproximación, siempre por exceso, de las expre- 
siones (34) y (35) á la realidad, varia, mucho con la altura a ó, lo 
que es igual, con la velocidad v. 

Observemos que el trabajo de la fuerza Q e equivale á toda la 
energia cinética (31) 


Qu /2 


k P u'* 


2 g 


subsistente, verificado el choque, en la masa de Q y en la de kP, 
es decir, á la energia que conserva el cuerpo chocante y á la que 
anima á la construcción, y que una y otra concluyen por des- 
aparecer en la forma cinética para almacenarse íntegras en forma 
de trabajo elástico, al alcanzarse el recorrido q s . Evaluado 0 £ no 
hay por qué ocuparse dei peso de la construcción, que ya está 
involucrado en aquél. 

Qv 2 


Una misma energia 


2i7 


produce efectos muy distintos, 


según los valores de Q y de v. Un choque de 100 kilográmetros 
puede provenir de 10.000 kg. X 0,010 m., con velocidad v de 
0,443 m. por segundo; ó de 0,010 kg. X 10.000 m., con 


^ = 443 . Si, para concretar, suponemos P= 1.000 kg. y 
k = — , las velocidades finales u l son respectivamente: 


0,443 


1,05 


0,422; y 


443 


5U.Ú01 


0,009. 
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En el primer caso apenas hay diferencia entre v y u; en el se- 
gundo es enorme. 

En una barra (fig. G. a ) so portada por un plano rígido y sus- 
traída á toda acción, incluso la gravedad, aplicamos súbitamente 
una carga, C kilogramos por unidad de supei'fi.cie. En el instante 
inicial, la barra conserva todavia sus cargas moleculares, nulas 
eu todas partes. 

C no se transmite instantáneamente es decir, en un tiempo 
nulo , á los demás puntos de la barra: se propaga de molécula en 
molécula, con una veiocidad 10 . Al cabo de un tiempo í, todas 
las partículas dentro dei espacio wt soportan dicba carga y la 
llevan desde la sección terminal, donde actúa la causa, hasta la 
secei ón 11. De ésta para abajo las cargas moleculares continúan 
siendo todas nulas. 

c 



Si E es el coeficiente de elasticidad de la barra, la longitud 
cargada iot sufre una variación — wt = \Xwt . La sección ter- 
minal ha recorrido esa distancia con una veiocidad Mo. 

Analogamente, al cabo de un tiempo 2í desde el momento 
inicial, quedan cargadas todas las moléculas hasta la sección 22, á 
la distancia w X 2 1; las restantes continúan sin carga alguna. La 
variación de longitud es x X 2 ict y la veiocidad dei movimiento 
de la sección terminal, es siempre la misma, Mo. 

Se ílega, finalmente, â establecer el equilibrio molecular en 
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toda la barra al cabo de un tiempo T, cuando C alcanza la sec- 
ción inferior que descansa sobre "el soporte, supuesto absoluta- 
mente rígido. El acortamiento de la longitud l = ioT , es el total 
que puede sufrir la barra. La sección terminal lo ba recorrido 
siempre con la velocidad Xw. 

La causa (carga molecular) se propaga con una celeridad w 
mucbo mayor que la dei efecto (contracción ó dilatación) lio. Es 
una de tantas manifestaciones de la ley dei retraso, universal en 
la naturaleza: el efecto nunca es simultâneo, sino posterior á la 
causa. 

Para que la velocidad de la sección terminal sea mayor, es 
C 

forzoso aumentar x = — - y, por lo tanto, la carga C; y en cuanto 
E 

ésta supere á la limite de elasticidad, la deformación producida 
será en parte plástica ó permanente, en parte todavia elástica. 
Cuanto más se ftierce la velocidad de la sección terminal mayor 

será la variación unitaria x r que á la matéria se imponga. x' no 
C 

será ya — , sino la suma de una variación \ n todavia elástica , 
E 

inversamente proporcional á un coeficiente de elasticidad E n , no 
ya el primitivo, sino uno variable y de olra variación x ,n plás- 
tica, disminuyendo tanto más E n y preponderando tanto más x ,n , 
ambas funciones de la carga unitaria C, cuanto mayor sea la ve- 
locidad x'io. Y al llegar á un cierto limite de X 1 se producirá, 
iinalmente, la rotura. 

Así pues, y la experiencia lo conürma plenamente, dei valor 
de la velocidad que al ocurrir un choque toma la superfície dei 
sólido chocado depende que se produzcan en la zona de impacto: 

l.°, deformaciones puramente elásticas cuando x = — es infe- 


ó lo que es igual u > w A, y 3.°, si u supera mucho ese valor, la 
rotura dei sólido chocado. 

En los aceros dulces, corrientes en las construcciones, la ce- 
leridad io, que es la de propagación dei sonido (*): 


(*) La densiclad d es la masa específica, expresada en kilogramos-masa 
por unidad de volumen. Involucra el factor y la expresión de vt resulta, 
como debe, de la dimensión línea X (tiempo) — l . 


rior á A = — ; 2.°, deformaciones permanentes si X excede á A 
E 
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, = A / JL — \ / 2,200 ‘ 000 kg, / cm l = 530000 cm. ó 5300 m. por 1' 
X d V 0,0078 kg.jQm 0 


La carga limite elástica vale de 2.500 á 3.500 kg. /cm' y la 
variación limite, A de 0,001.14 á 0,001.36. La velocidad crítica, 
wA, á partir de la cual aparecen las deformaciones permanentes, 
resulta de 6 á 7,20 metros por segundo. 

Volviendo al ejemplo concreto, dentro dei período en que v 
desciende de su valor inicial, 443 metros por segundo, los pun- 
tos dei sólido en contacto con Q (los valores numéricos cories- 
ponden sensiblemente á los de una bala de fusil Remington), to- 
man forzosamente al ‘principio velocidades dei orden de aquélla, 
mucho mayores que el limite 7,20. La matéria es arrollada en 
la zona de impacto; la energia dei choqpz no,tiene tiempo pára 
transmitirse lateralmente é interesar el resto dei sólido más que 
en pequenísima proporción y se gasta casi íntegra en taladrarlo 
total ó parcialmente. Se transforma, por fin, en calor, salvo una 
parte insignificante transmitida hasta las sustentaciones y alma- 
cenada en forma de trabajo elástico en ellas y en el sólido. 

De ahí nace la importância capital de forzar la velocidad en 
las armas de fiíego, y, por lo contrario, de aumentar la rela- 
ción A* ? forzando la carga limite elástica L, en los blindajes. Claro 
que el espesor dei sólido interviene eücazmente, más que por el 
aumento de masa, por sostencr , por decirlo así, las capas inferio- 
res, á las que no llega íntegra, sino mny reducida, la velocidad 
destructiva w, á las capas superiores, ya taladradas las primeras, 
aplastadas las siguientes, menos deformadas las súbsiguientes, 
etcétera, hasta llegar, si el espesor es grande, por minoración 
progresiva de u á valores de ésta inferiores á a w, que sólo pro- 
ducen deformaciones elásticas. 


A medida que, á igualdad de fuerza viva 


Qv~ 

TT 


aumenta Q 


y disminuye v, los efectos plásticos y caloríficos, que no sólo 
afectan al sólido P, sino también al cuerpo Q, absorbiendo en 
uno y en otro una porción considerable de la energia dei choque, 
van siendo menores y cada vez mayor la porción transformada y 
almacenada en trabajo elástico. 

El limite, la transformación íntegra, no se realiza nunca, 
como ya hemos visto, (31), aun tratándose de masas muy pesadas 
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Aplicacioncs gcvierales. 


Recapitulemos lo expuesto para concretarsu aplicación prác- 


tica. 


El trabajo elástico, gradualmente desarroliado, es: 


/ — \i 1 í* 1 M 2 1 f> ] N- 

(^)o _ '"2 J lsT ãl+ 2 J ~rJ 

o ^ o 

+ *-/; 


ãl- 


J ! 2 

IhJ 


dl (37) 


Si ha lugar á ello, está complementado con el término rela- 
tivo á la torsión: 


1 P (M 


f 




2J Etlt 
0 


(37') 


Y si hay una variación lineal desde x s hasta \[ en las fibras 
superior é inferior, distantes entre sí e y á las que corresponde en 
la libra neutra x 0 comprende también los términos: 




1 t, /> l 

M X 7 dl -f- I iV X (37") 
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S" es una función: 1 .°, de los elementos de cálculo M N T, á su 
vez funciones de las causas exteriores al sólido, S A 2 R, en 
magnitud y posición; l.°, de las dimensiones y forma dei sólido, 
caracterizadas por s é /, en general variables, así como de su 
elasticidad, generalmente supuesta constante. 

Hay, por lo tanto, una variable fundamental geométrica, l, 
longitud contada á lo largo dei eje neutro á partir de un origen. 

S é I son funciones explícitas de l; M, N , T también lo son. Al 
integrar entre cero y un valor particular de l, i p , se totaliza el 
trabajo elástico desarrollado en el trozo de sólido comprendido 
entre el origen, un extremo generalmente y la sección definida 
por el subíndice p, de área y momento de inércia S p , I p . 

Ese trabajo, ya integrado, (S") p es una expresión independiente 
de la variable l. Si son conocidas todas las causas 2 A -f- S 1? y se 
introducen sus valores, se reduce á un número concreto de 
unidades de trabajo. 

Si los valores introducidos son todos numéricamente conoci- 
dos menos uno, el de la causa exterior, acción ó reacción que 

obra precisamente en la situación definida por £ p , (<á) o no es Y a 
un número concreto de kilográmetros, sino una función lineal 
de la causa C p 

(5) o P = (p) 

en la que (p) es una magnitud concreta de la dimensión línea ó 
ângulo (uno ó cero) según que C p sea una fuerza ó un momento. 

Si, aunque C p sea desde luego conocido, se lesupone capaz de 
variar sufriendo un incremento infinitesimal, á compás dei cual 

(§') p suíriría otro, la relación de incrementos cau — es decir, 
la derivada 

d (^) lp 

— = (p) (38) 

d Cp KYI 

es el recorrido de la causa C p . 

Recordemos que (p) se mide en la línea ó eje de C p y que su 
signo es ó — , según que su dirección concuerde ó discuerde 
con la de C p . 
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Si la causa C p es todavia incógnita y, por lo contrario, cono- 
cemos a jpriori su recorrido, (38) nos permite evaltiarla. 

Hemos supuesto previamente conocidas todas las demás cau- 
sas C. En ciertos casos, sistemas isostáticos, lo son, por las ecua- 
ciones generales dei equilíbrio, muclio más sencillas que (38). En 
otros, sistemas hiperestáticos, dei conjunto 2 d’= 2 A -f- 2 R, co- 
nocemos desde luego todas las A y, mediante dichas ecuaciones, 
algunas (3 ó 6), de las R; hay, ante todo, que determinar las R 
restantes. 

Si las sustentaciones de un sistema plano son en número de: 

£, empotramientos; 
a, articulaciones; 

apoyos de dilatación, 

el número total de reacciones es: 


y (OS «Aifemáú^ 1 

suelen decir «sistema i veces indeterminado».) Conocidas todas 
las A, tres delas R s e ex presan ení‘uncióa deel las y de l as U)R 


ERROR 

Yéase ISeHifiuaciones, páginas 175 y 176. 


mente respecto a R m , R n , R p tendremos tantas ecuaciones: 


d(Z) 


d Ru 


~ = (P)„ 




'd Rn 


= (p)n 


d(3) P 

K J Q , • 

(Pip 5 


d Rv 


como incógnitas. Y siempre que conozcamos desde luego los 
respectivos recorridos (p) el problema estará resuelto. 






FUNDACIONS 
JUÀNERO ; 
TU R RI ANO 


— 50 - 

ff es una función: l.°, de los elementos de cálculo M N T, á su 
vez funciones de las causas exteriores al sólido, - A — |— — R, cn 
magnitud y posición; 2.°, de las dimensiones y forma dei sólido, 
caracterizadas por S é /, en general variables, así como de su 
elasticidad, generalmente supuesta constante. 

Hay, por io tanto, una variable fundamental geométrica, l, 
longitud contada á lo largo dei eje neutro á partir de un ongen. 
S é 1 son funciones explícitas de l; ilí, N, T también lo son. Al 
integrar entre cero y un valor particular de l, í p , se totaliza ei 
trabajo elástico desarrollado en el trozo de sólido comprendido 
entre el origen, un extremo generalmente y la sección deíinida 
por el subíndice p, de área y momento de inércia S p , / p . 

Ese trabajo, ya integrado, (§)| es una expresión indepenãiente 
de la variable l. Si son conocidas todas las causas S A -+- 2 R Y se 


ERROR 

ase I(cclflíic2i4?imieK, páginas 175 y 176. 

;rámetíõs, sino una funCíÔíí íitísai 




ni número concreto de- 
le la causa C p 


1 ’ >■. .• •' •iôr v-,': -;;g2gfê '■ 'r ^ <• . 

(S')' p sufriría otro, la relación de incrementos 
la derivada 

- (*í 


trabajo 

causa 


es decir, 


d C f 


= (f) (38) 


es el recorrido de la causa Cp . 

Recordemos que (p) se mide en la línea ó eje de C p y que su 
signo es + ó — , según que su dirección concuerde ó discuerde 

con la de C p . 
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Si la causa C p es todavia incógnita y, por lo contrario, cono- 
cemos a •prior i su recorrido, (38) nos permite evaluarla. 

Hemos supuesto previamente conocidas todas las demás cau- 
sas C. En ciertos casos, sistemas isostáticos, lo son, por las ecua- 
ciones generales dei equilíbrio, mucho más sencillas que (38). En 
oiros, sistemas hiperestáticos, dei conjunto 2C== S Á -f- 2 R, co- 
nocemos desde luego todas las A y, mediante dichas ecuaciones, 
algunas (3 ó 6), de las R\ hay, ante todo, que determinar las R 
restantes. 

Si las sustentaciones de un sistema plano son en numero de: 

£, empotramientos; 
a, articulaciones; 

£, apoyos de dilatación, 

el número total de reacciones es: 

í (V, H, m) = 3 € \ 

«(V, X o) — 2a(3£ + 2oc + S k 

* (7, o, o) = *) 

y el de indeterminadas (3 é -|- 2 a + £) — 3 = (i). (Los alemanes 
suelen decir «sistema i veces indeterminado».) Conocidas todas 
las A, tres de las R se expresan en íunción de eilas y de las (i) R 
restantes; éstas son las únicas variables independientes y me- 
diante eilas y la variable Fundamental l se íórmulan M , N, T. 

Si m, n , p son los subíndices que corresponden á las sus- 

tentaciones que dan esas R; si hacemos las integraciones respec- 
tivas de (37) desde cero á l my l u , l p y derivamos parcial- 
mente respecto á R m , R n , R p tendremos tantas ecuaciones: 




d Rn 


= (p)n 


<*(*): 


Vã n 


= (p)n 


d Rn 


= (p) 


p > 


como incógnitas. Y siempre que conozcamos desde luego los 
respectivos recorridos (p) el problema estará resuelto. 
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Los recorridos (p) de las reacciones son: l.°, nulos, como li- 
mite ideal de períección, al que se aproxima muchísimo una obra 
bien sustentada; 2.°, desconocidos, pero calculables en función de 
la reacción correspondiente; por ejemplo, en un soporte de lon- 
gitud L s , sección S 3 y coeficiente de elasticidad E a . 


Ls 


(p)p — RpX Es Ss 


(39) 


3.° Calculables por las condiciones de cambio de volumen, 

como ya hemos visto (24) y (25). 

En suma, Regamos á conocer totalmenle con las R el sistema 
2 C, y entonces podemos calcular las deformaciones de cualquier 
parte de la obra. 

El procedimiento no puede ser más.general. Basta saber bien 
la marcha, que es siempre la misma, para resolver toda clase de 
problemas. 

En la práctica conviene invertir el orden en que, por clan- 
dad lo hemos expuesto. Es más sencillo, y claro que nada afecta 
al resultado, empezar por la derivación bajo el signo / y dejar 
para lo último la integración entre los limites debidos. 

Así, pues, se parte de la expresión, función de las derivadas 

parciales; 




X 


* W 

c i (7p 
dN 


-s: 


M d M 
~ÉT X d 6'p 


dl -f- 


p .V 

ES X d C 


dl -j- 




P T d T 

Et S d Op 


dl (39) 


Recordemos que las derivadas parciales de M, N, T, son los va- 
lores particulares de estos elementos, cuando el equilíbrio se esta- 
biece bajo la única acción unidad en lugar de C p y las demas ac- 
ciones se anulan. Se pueden obtener aquéllas derivando M, N, T, 
ó bien escribiendo directamente sus e tpresiones en el equilíbrio 
unitário antedicho. 

Tal como hemos expuesto los teoremas de Castigliano y de 
Mohr, parece que el cálculo dei recorrido de un punto (ó de una 
sección) donde no obre acción ninguna es imposible. Segúu el pri- 
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mero, hay qae derivar respecto á una acción que nü existe\ con- 
forme al segundo, hay que sustituir esa misma acción cero por 
ia unidad, lo que no parece legítimo. 

Si introducimos en el punto (ó sección) de que se trate una 
acción infinitesimal, dY , el recorrido incógnito, y , producido por 
el sistema S A, suinrá un incremento, dy. 

Los elementos de cálculo, ilf, iV, T , sufrirán sus respectivos 
incrementos y serán ahora de la forma: 


(M -f- ãM) = (M { A i -+- . . . -^k -d k “| • • • ) ~ j df y X d Y (40) 


y análogos. 

El trabajo elástico se convertirá en (S^-f-dST) y el recorrido 
de d Y será, como siempre (39): 


*(*+**jl 


d (d Y) 


=i: 


( M+dM ) d(M + dM) 

X — dl 


EI 


d(dY) 


etc. = y + dy (41) 


La lerivada parcial de (M -|- dM) respecto á la acción d Y 
será M y , es decir, el valor de (M 4- dM) cuando (A, ... Ak •••), 
se anulan y se sustituye dY por uno. El recorrido (41) es, pues: 


y + dy 


i /; 


( M 4- d M) 


EI 


X My X dl 4- etc. 


cuyo limite, el recorrido buscado cuando sólo existe SA, es: 


M 

~ J El 

V O 


X My dl 4- etc. (42) 


puesto que dy es de primer orden, lo mismo qn e /” (dM) dl, mieii 
tras que y, M, M y , so > todos finitos. 

Basta, por tanto, introducir la acción unidad eu el punto ó 
sección considerados y obtener los valores de M, N, T correspon- 
dientes al equilíbrio, que sustituyen exactamente á las derivadas 
parciales dei caso general. Dicha acción unidad será de fuerza, ó 


■ 
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de momento, según que el recorrido que se quiere calcular sea 
lineal ó angular. 

Se prescinde casi siempre de tener en cuenta las iuerzas tan- 
genciales ó esfuerzos cortantes, T : su influencia en la deforma- 
ción, y más todavia en el valor total dei trabajo elástico, es pe- 
quena. La complicación que introducen en el cálculo hace que 
tan sólo en uno comprobativo muy minucioso y de una cons- 
trucción muy escatimada en dimensiones, valga la pena de apu- 
rar la exactitud. Los ejemplos lo demostrarán. 

En muchas construccioues la influencia de las iuerzas nor- 
males, A r , es también pequena comparada con la de los momen- 
mentos ílectores, M, y se puede, por lo menos en una aproxima- 
ción, prescindir de aquéllas. En otros casos, por ejemplo en los 
arcos muy rebajados, predominan los trabajos debidos á N con 
relación á los originados por M y constituiria grave error pres- 
cindir de aquéllos. (*) 

La serie de ejemplos consecutivos pondrá de manifiesto cuanfco 
queda dicho y aclarará la manera de desarrollar el procedimiento. 


Una pieza de sección constante está empotrada en un extremo 
y sometida en el otro á una acción P, normal al eje (Ag. 7. a ) 


Son conocidas desde luego: la reacción-íuerza V = P y la 
reacción-momento m = — Pl , con el signo de manifiesto, porque 

(*) En un arco parabólico articulado, uniformemente cargado según la 
cuerda, M es constantemente nulo, como en su recíproco, puente colgado y 
como en el arco en catenaria uniformemente cargado á lo largo de la fibra 
neutra. 


Ejemplo primero. 



p 




Fig. 7. a 
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el momeato de la acción es positivo (sentido de las agujas de un 
reloj). Sustituiremos por x la variable fundamental l. 

En un punto cualquiera, x, como V— P, 


M = — Pl -f Px ; 


dM 

dP 


= (x — l ) . 


N es nulo: prescindiendo por ahora dei esfuerzo cortan- 
te (T= v): 


d (ff) 

o 

dP 


f. 


Ptx — l) 
EJ 


X te — l) dx = 


P t P „ P , ,) PP 1 

«-ÍT - 2 T + 1 i--S- x V 


El recorrido de la acción P es la flecha, de expresión bien 

Pl 5 

conocida, — — - , en el mismo sentido de P, puesto que su signo 
o EI 

es positivo. 

La deformación en un punto cualquiera de abscisa £, donde 
no hay acción ninguna, requiere, como hemos visto, considerar 
el equilíbrio bajo la acción unidad allí supuesta. Los valores: 

21/ = — 1 X £ -I- 1 X sr (desde x = 0 hasta x —£)l 

M ^ = 0 (desde x = £ hasta x = l) ) 

sustituyen á las derivadas parciales corrientes. 


f ^ 


l) (x — £) dx = 


= I (x 2 — lx — %x - h lt) dx = 

v o 

— m \ 3 2 2 ' ^ / P/ v 2 6 / 

expresión idêntica á la ecuación de la elástica, obtenida, como de 

d-y M 

costumbre, por doble integración de . 
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• -v -A- ' ' !•’. •' ’-'*C P. 


El teorema de Castigliano da la ecuación de la elástica por 
sitnple integración y las constantes resultan desde luego determi- 
nadas. 

Si introducimos el término debido al esfuerzo cortante, T, 
para hacer exacto el resultado aproximado : 


7 = v= P; 


d(S) 


PP 


dP 3 ar ‘ ”j ítí 

o 


/ 






X 1 X da?. 


Para el valor ordinário de la elastiridad transversal 2? t =0,4 E , 

pp 

ei recorrido exacto jp es, llamando f = — - la flecha aproximada, 


El 


P = f + * 


Pl 


0,4 ES 


Si la sección S es rectangular, de anchura a y altura una frac- 
ción de la longitud', nZ,(n < 1), el coeficiente de forma, x, vale 1,2: 


PP 


3 Ex 


a ri* P 
12 


+ i£ 

• f\ A 


Pl 


0,4 Bani 




Guanto más pequena es ?i, es decir, cuanto menor es el pe- 
ralte de la pieza, menor es la influencia de 2. 

Para n = 0,5 , 0,2 , 0, 1 , la flecha parcial debida á T es 
0,019 , 0,003 , 0,000.75 dela correspondiente á M. El error re- 
lativo cometido es en cada caso algo menor que esos números. 

Y obsérvese que la influencia de 2\ constante en toda la 
longitud de la pieza, está favorecida al máximo. 

Ejemplo segundo. 


La misma pieza está ayudada por un tirante articulado á ella 
y al muro (íig. 8. a ). 

El sistema es hiperestático, dos veces indeterminado: sólo se 
sabe por la Estática: 


H + H f 


0 


v r 


0 ; Pl — Hd -+- m = 0. 
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Preferimos, siempre que un momento es desconocido, atri- 
luiirle un valor positivo: el cálculo se encarga de confirmarlo ó 
de negarlo. 

Análogamente, las reacciones íuerzas, que en el ejemplo an- 
terior dibujamos, desde luego, en su direccón, escribiendo y = P, 
pueden, y en general es preferible, suponerse, como hacemos en 
este ejemplo, positivas en la misma dirección que P, escribiendo 
y-p y' -)- p= 0. 



Fi g. 8. a 


En una primera aproximación prescindiremos dei trabajo 
elástico dei tirante, suponiendo éste infinitamente rígido; su pa- 
pel es introducir geometricamente una reacción oblicua en el ex- 
tremo de la pieza. 


M . 


m — Vx ; N = ff - 


m 4 - Pl 

d~ 



dN 1 

dm d 


El recorrido de m debe ser nulo si el empotramiento está 
bien hecho. Segiín la regia expuesta, deberíamos tomar como 
origen el extremo de la pieza 0 1 é integrar hasta el empotramien- 
to. Como los momentos en una misma sección (üg. 8. a ) son igua- 
les y contrários, según se considere el trozo á la derecha ó á la 
izquierda de la misma M— — M 1 ; dM = — cLM 1 y el producto 
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M 1 ãM' relativo á cualquier seccióa es idêntico al MdM. El total, 
de extremo á extremo, es: 


/ o rfi' 

M' ãM' - I 
o' o 


MdM. 


Recuérdese además que el trabajo elástico (37) es función de 
los cuadrados de M, N, T, cuyos signos en nada influyen. El tra- 
bajo elástico total, cantidad esencialmente positiva, es el mismo 
en cualquier sentido que se cuente la variable fundamental l. 


<(*)l 


P = 


dm 

J_í 

EI \ 


/: 


m — Vx 

ÊI 


l- ) 

ml — V + 


dx -\- 


1 


1 


m 4- Pl 
d* x ES 


dx = 0 


m = 


2) 1 d~ ES 
V x dr S — 2 P x I 


ml PÍ 1 


d* S + I 

Análogamente, el recorrido de V es nulo: 

dM 


x T* 


M = m — Vx 


N = H 


dV 




dN 

dV 


= 0 


v = 


*($), 

dV 


=Jr 


m — Vx 1 

xdx — 


EI 


í/í”T- v T -° 


m = — VI 

o 


que juntamente con la anterior, determina V y m. 

6 1 4/ 


V = — 


4/-f- Sd* 
y con la de momentos estáticos: 

m 4~ Pl Sd 


m = — 


4/4 -Sd* 


Pl 


H = 


d 


4 / H- Sd 2 


P = 


- 


Los signos negativos de V, my H 1 demuestran, como dijimos, 
los verdaderos sentidos que les corresponden, opuestos á los re- 
presentados: el de H , positivo, es el mismo de la figura. 
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Para d = 0, m = — Pl , H = 0. Es de notar que V resulta 
3 

eDtonces = — — P , pero V 1 existe siempre, y en ese caso la 
reacción es la suma de las dos que allí se reunen 
V -h V' = — P. 

Gomo se ve, es siempre la misma serie de operaciones la que 
resuelve todos los problemas, con la máxima sencillez compati- 
ble con la índole de los sistemas hiperestáticos. El ejemplo pre- 
sente se complica más, si, como en otro análogo liaremos, se tie* 
ne en cuenta la elasticidad propia dei tirante (ó tornapunta). 

Ejemplo tercero. 

Sea (fig. 9. a ) una pieza empotrada y sometida á una carga 
uniforme. 



El sistema 2 a es ahora^ 1 (jpãx ), suma de infinitas acciones 

(pdto). Según la regia general, para hallar el recorrido de un pun- 
to debiêramos derivar M , N, respecto á la acción (pdx) que allí se 
ejerce, derivación que resulta imposible en general. 

En este caso: 

l- l~ 

7u = — jp— ; V = — pl \ M = — -g- + 

4 - pix — p = — y (i — x)\ 

dM 

y no sê puede calcular directamente ■ ^ ^ ' cíx ~' 
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Recordemos que, cualquiera que sea el número y distribución 
de acciones, las derivadas parciales de M, N, T, respecto á una 
de aquéllas, son los valores particulares que M, N, T, toman en 
el equilibrio bajo la única acción unidid en aquel punto aplica- 
da. Las derivadas se pueden, por tanto, escribir directamente, lo 
mismo que cuando en el punto no hay acción alguna. 

Así, para la^unidad en el extremo de la pieza (flg. 9. a ) indi- 
cando con los subíudices (l 1) «bajo la unidad actuante en /». 

m u = — 1X1 ; ’ M x(ii) = ~ 1 xí + 1 Xa? = 

dM 




d (§■) 


■HA- =f 

d ipdx) t J 


= ‘ -i- x 


d i pdx) l 

(l — xf X ( x — l) dx 


EI 


2 EI 




pl* 
8 El 


Ejcmplo cuarto. 

Sea (íig. 10) la misma pieza anterior, apeada en su extremo 
sobre un puntal de madera fioja, coeficiente de elasticidad E 1 , 
longitud x y sección s. El sistema se ha hecho hiperestático: la 
reacción dei puntal y las dos dei empotramiento son desconoci- 
das, pero están ligadas por 

l* 


m -f- p El — 0 


7-t -R=jpl. 

El recorrido dei extremo será el acortamiento dei puntal, 


con signo 


R X 

V X 1F’ 


por ser su sentido opuesto al de R. 
M = m -f- Vx 


x - 




= r (i — oc) — {i — «)' ; 


dM 


dR 


r — (* - *) 
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ií (l — a;)* - 


(l — xf \ d x — 


pl* 
8 El 


— R 


1 í j?/ 8 

l^ã 

1 

fí X 

1 

CO 

ffiS 

II 

8 j 

E's 

( * , ? 1 

• D 

pl* 

1 E's 3 ü7 ) 

, 11 

1 X \ 



8Z?/ U, + 3£j) 



Oi Cl ClJJCU CO CUliljJLODau.lVaiJ.UVa íx & ivíO, ^ $ va, J ova x vavavxva 

3 

en el valor conocido R = — jpí. 

La flecha dei extremo resulta finalmente el recorrido cambia- 

do de signo ó: -p— : — -r-jrr, suma algehraica de lascorrespon 

8 Z?/ o híi 

dientes á las acciones exteriores J 1 ^ pdx y £, cuyos sentidos son 
contrários, ó bien: 

l 3 


8 EI 


1 


/ 1 z 3 

8 ®hr + 


)- 


3 EI 


V» 


SEI 


X 


1 


F/sl* 
1 + 3 Eli 


Conocido R, lo son también Yym. 
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Ejeinpfo quinto. 

Sea (fig. 11) un pórtico, formado por dos pilares, de alturas, 
p, Tc, desiguales, rigidamente unidos por una viga, que salva el 
vano v. Los pilares están cimentados por medio de basas, que por 
su gran superfície resultan prácticamente equivalentes á empo- 
tramientos. 


X O Cb v 



Directamente, ó por el intermédio de forjados que liguen dos 
pórticos, pueden sufrir éstos acciones aisladas, ó repartidas, ver- 
ti cales, horizontales, ó ambas á un tiempo, y además variaciones 
de volumen. 

La construcción es tres veces indeterminada. Sean variables 
independientes las tres reacciones Y, H , m dei pilar izquierdo. 
La Estática determina en función de éstas, las otras tres. 
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El momento de inércia, igual para los dos pilares, es / p y el 
de la viga / v . La relación f p : I y = r. El trabajo de üexión es 
predominante, y en un primer cálculo prescindimos de los efec- 
tos de íüerzas normales y tangenciales. 

La variable fundamental, l , longitud dei eje de la pieza poli- 
gonal, la sustituiremos por claridad: en el pilar p por u\ en el n 
por z y en la viga por x. 

Consideremos primero una sola acción horizontal P en el 
punto 1, á £ por cima dei origen 0. 

Los valores sucesivos de M, momento flector, son: 

M = m - f* Eu u de 0 á ô 

0 

M = m + Hu — Pu H- P l u de o á p 

1 
4 

M = m H- Ep — Pp 4- Pü + Vx x de 0 á v 

2 

M —m-\- Ep — Ez — Pp P l -\- Pz - \-Vv z de 0 á ir 


Todas las derivadas parciales respecto á m son 1. 

Multiplicando por Eí p todos los términos de la expresión (39) 
resultan afectados por r = I p : I y los relativos á la viga. 

Gomo ya hemos observado (ejemplo segundo), es indiferente 
contar l desde 0 á 6 ó desde 6 á 0, puesto que los recorridos de 
m y de m } son nulos. Escribiendo la nulidad dei correspondiente 
á m, contando como hasta ahora en el sentido 0, £, 1 6, re- 

sulta: 

0=| 3í' X i X du + Ç X 1 X du + 


-í< 
í< 


X 1 X dai ■ 


r « 

I M 

Jo * 


X 1 X dz 


0 = ] mp H ^ P y +-P-y + í' s í> — + 


+ r | mv -(- Hpv — Ppv P $ v -f- V | -f- 

S o 

m TZ -+- Ep 7C Jí — -\- Vvr. -\- P — Pp 7T p $ 71 


L 
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que se recluce á: 


m < p 


t + rv ( H- E | Y + p — * -y + 1 + 


+ y < 7t » + r — - = 


- p 7 ; — 7 c $ -j- rvjp — rv £ í (1 h) 


( « 2 8 * 

Si la acción aislada P se hace una infinitesimal, e X d (£) y la 
distancia £ varia desde cero hasta p, integrando (1 h) se obtendrá 
la ecuación correlativa con un empuje e kg.: m. 1 . que puede ser 
uniforme (e = constante) ó variable con la altura (e = f($) )• 

Observemos que el primei* miembro es independiente de la 
variable £ y en nada se altera. 

Los coeficientes de m, H, V, son funciones exclusivas de las 
dimensiones p, <*, v y de la relación de momentos de inércia, r. 
Llamando para abreviar (/, m,) á la primera ecuación, derivada 
respecto á m, resulta 


i p 1 pn 7t 2 p 

(I,m)=epx\ T + T - T +rv T 


cuando e es constante (acción dei viento), y si e = e 0 
(empuje de tierras ó de líquidos) 


; »* . p* 

— e oP + "g" 


** , P l 

T + ™T 


(i'b) 

p — s 
V 

(l"h) 


Análogamente, anulando el recorrido de#', las derivadas 
parciales son: w, de 0 á p\ jp, de 0 á v; (p — z), de 0 á Hechas 
las integraciones y ordenando, resulta: 

m j-y + p* — Y + rpv \ + 

+ H |-|--|-Í ,í,c —!>«* + + r P* v | + 

_ | _yU r _»*-L + rp |.j L - 




- pn 


-p«s-p' — + *' T + T + 


— * w — rpv$ | 


(2h) 
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Análogamente para el empnje uniforme, el primer miembro 
(//, E) no varia y resultan: 

( n t H) — ep x j p 3 + yp 2 * + y ( 2 ' h ) 

(n,E) :g|í> j ^ p* + y p 5 * - y p** + y n- > + 


+ ”fi 


(2"h) 


Y la nulidad dei recorrido de V' , para las derivadas parcia- 
les: 0de0ájp;a?de0áv;??de0á7c, conduce á: 

m I r \ + * v i H ) rjP \ v ^ ** \ 


+ y rT + xv = 


— P j P T.v Tt 7t“ - 

y para el empuje uniforme á: 

, ( p TZ v 

(III, V) = ep ' 


ri) T — rv T 


V p 


2 2 
y para el empuje creciente á: 

P 71 v 


(///, V) = e Q p 


3 


7T 2 v xr p 

4- r -#• 

4 6 


(3,h) 


(3', h) 


(3", h) 


Considerando una fuerza vertical F aislada, á la distancia d 
dei punto 2, los valores de M son: 

2 

M = m + Eu u de 0 á p 

o 

M = ííi -f- Ep + Yx x de 0 á d 

2 + 

4 

M = m -b Ep - f- Vx — Fx + Ftl x de d á v 

3 

M — m Ep — Ez -f- Vv — Fo + Fd z de 0 á iz 

4 

Igualando á cero el recorrido de m f se obtiene como primer 
miembro el mismo (r,iy) lo que era fácil de prever, dada su signi- 

5 
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Cuando las alturas son iguales, p = todo se simplifica, 
resultando los primeros miembros: 

( I r , m) — m | 2 p -f- rv j E | p* rjp? | -f- y pv r | 

(//' , 5") = m | p* + rvp | -f- H | p 8 -+- rjp 2 i? | -j- V | - ü | 

(III' , V) = m | pv + r j + E j - ± rp * j -f V + 

Los segundos para P = n, 3 = a se convierten en: 


(/) P\ p 1 — 2 p $ -f- -f- rvp — iv$ 


(II) P ) — - j p 3 — p 2 S -f- £ 3 -{- rp~ v — rpv $ 


* 


(///) P ) p 2 — jpy 5’ t; -j- rp rv~ — 

(2 2 2 ) 


Gon em puje unilateral resulta: 


1 


ep j~ JP S -H -I rpv j (l m h) ; e 0 j> j-|j- jp 2 + rpa, [ (l lv b) 


e P JpfjH — r P~ v | (2 ra h) ; e 0 p (2 IV 


rjpo* 


li) 


(3 m W ; e opjLp 2 « + -lr^[ (3 IV h) 


Y si en lugar cie las fuerzas aisladas P obran simétricamente 
un empuje unitário uniforme, e, ó uno variable desde 0 hasta e 0 
resultan: 


ep J-L rvp -f (l v li) I e 0 p < -I rvp 


( 3 


A 4 V ! ( l VI li ) 


ep 


Y rvp 2 -hjFTP 3 | (2 v hJ ; e 0 p ? V + j 


(2 VI h) 


e P rv °P A "g" tçp* | (3 v h) ; e 0 p j-L (3 VI h) 

Como ejemplo concreto, supongamos jp = 7r = yyr=l,es 
decir, las mismas longitudes y momentos de inércia en los tres 
elementos dei pórtico. 
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y los valores de los momentos flectores en el vértice y en el cen- 
tro dei vano: 

1 ly — m—TIv = — = 0,0556^ c?/ ; M c = M Y -\- 

_|_ J1 - = _|_ ( - - 0,0694) cü 2 

que determinan por completo la distribución de flexiones y per- 
miten formarse idea de la íigura dei pórtico deformado, como, 
con enorme exageración, representamos. 



Si, como ocurre en la práctica, los pilares son menos rígidos 
que la viga, y, por ejemplo, 

/p _ 1 


resulta (fig. 13): 


Iy 


10 


21 

m -f- - 

11 


21 

■ vV — - 

31 

o 

cv 

”20 

10 

20 

60 

11 

m -(- - 

23 

vH + • 

11 

- vV — ■ 

8 

■ cv 2 

10 

30 

20 

30 

21 

m -+- • 

11 

- vii + 

31 

- vV — 

41 

- cv 1 

20 

20 

30 

80 



m = -\- 0,006.858 cv 2 ; H — — 0,020.970 cv 
i = -f 0,329 v ; M v = — 0,014 cv\\ M c = + 0,11 1 cv* 
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3 m + 2 vH + A «V = cít j X 4- = -j- 


3 

17 


6 

17 


m 


2 „ + Í_„ JI+ "-»’|5X T - i 

-§-» + «s + -|-'' r -“ , ÍT x T = -râ-i 

= - (iSs- = °’ 058 ) ; s = + (Jr = °’ 198 ) “ ; 

r = -(~ = o,m)cv 

, n, í 0,298 ) 

m + — — X — c » = ° ; *= + | 1)192 p 

Hay dos puntos de inflexión, uno real y otro virtual en la 
prolongación dei pilar de barlovento. 




En la figura representamos los momentos flectores: el corres- 
pondiente al extremo dei pilar derecho es igual y opuesto al de 
empotramiento; m r f = — m 1 . 


M v r= m 4 - Hv i- X — cv ' = + 0,015 cv 1 

= — 0,021 cv~ 


L V 

M\ = My — Vv 


= — m ’ = m -h — cv 2 — Vv = 4- 0,03,1 cv 2 
8 
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La viga y el pilar de sofcavento tienen también inílexión. 
Por ellos pasa la reacción total de la derecha, como es fácil com- 
probar calculando las componentes H' , V 1 y el par m r . 

Figuramos las deformaciones dei pórtico en escala, como 
siempre, muy exagerada. 


Ejemplo sexto. 

Trabajo dei pórtico por efecto de variaciones de longitud de 
sus elementos: 

El pilar de la derecha (fig. 15), sufre un alargamiento unitá- 



rio, X; la viga y el pilar izquierdo experimentan otro, A. En el 
ejemplo concreto, equivaldrá esto á suponer que el sol hiere á 45° 
los elementos jp, v ) provocando A = 0,000.300 y que n queda en 
sombra y sufre \ = 0,000.150. Corresponden esas variaciones 
á 30° y á 15°. 

El pórtico? empotrado en 6 y libre para dilatarse, tomaria la 
forma 0 4 4 4 6. Las reacciones incógnitas son las que llevarían 
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el pimto Oj á 0 y mantendrían el paralelismo inicial dei arran- 
que dei pilar jp. Los. recorridos /x, h, v de m, H, v, son tales, que 
sumados cou los debidos á las variaciones liueales, que respecti- 
vamente son: 0, -f- A v (porque concuerda con el sentido atribuí- 
do cá ir) y — ( A p — x w), (porque ãiscuerda con el de V) dan cero. 

/x = 0 ; ii- — f— A w = 0 ; v — j Ap — A - j = 0 

Las expresiones de M~ , m ‘ , M* son: 


M 

0 

= m -j- Ru 

(de 0 á p) 

4 

M 

= m -f- Bp 4- Vx 

(de 0 á v) 

6 

M 

4 

T/i -J- Bp. Hz -j— Vv 

(de 0 á 7t) 


que sólo diüeren de las ya conocidas en no contener más que tér- 
minos en m, H, V. Las ecuaciones que se obtengan tienen, por 
tanto, los mismos primeros miembros de siempre. Recordemos 
que están todos multiplicados por el factor EI P , que tiene que 
aparecer áhora en los segundos miembros, multiplicando á 0, 
á A»y à -h (Ap — A/x). 

(i, m) — 0 

(II, H) = — EI P X A v 

(III, V) = + EI p j A p _ x * j 

La homogeneidad es patente, pues (II) y (II I) son de la di- 
mensión fuerza x (línea) 3 , lo mismo que los segundos miembros, 
(línea) (4 + 15 

íuerza X — pf nea )2 5 (f) es dei orden fuerza X (línea) 2 , es de- 

cir dei de Ef p , anulado por ser nulo el giro 

Apliquemos esto al pórtico equilátero jp = tz = v, r = 1 . 
Supongamos (unidades kilo y metro) / p igual á lo necesario para 
resistir en buenas condiciones el máximo momento de la carga 
uniforme c (kg. : m. 1.) que es 0,0694 c v 2 , que para v= 1 0 m. vale 
6,94 c ó mejor 7 c. La sección de la viga puede ser de 0,80 m. de 
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altura y para que la carga máxima sea de 40 kg. : cm 2 ó 40 x 10 4 
kg. : nr, en el hormigón armado (*) de que suponemos hecho el 

pórtico: 

7 c = 40 X 10 4 X '> J P = 0 ’ 000 - 007 X c (mÍ) 

Tomemos E = 200.000 kg. : cm 2 ó 2 X 10° kg. : m 2 ; 
E1 P = 14.000 c; EIp X A = 4,2 c y Et p (A — X) = 2,1 c. Re- 
sulta, dividieudo por v la primera ecuación y por w 2 la segunda y 
tercera, fiara que todas queden de las mismas dimensiones (fuer- 
za x línea): 


3 m + 2 vH-h — W= 0 
2 m -j- v M v k — EIp X 

O 

— m -h ?; íf -)- — u Y = -)- El p X 
2 


A v 
v 2 

(A — X) p 

p 2 


= -4,2- 

í? ' 


= 4-2,1 — 
a 1 


771 


= — 0,8— ; ff= — 4,2 ^ ! y= + 7 > 2 > 


Nótese que los coeficientes numéricos involucran las climen 
siones de EI V (fuerza X (línea) 2 : los resultados son, como de- 
ben, homogéneos; m es un momento; H, v son fuerzas. 

I-Iav una inflexión virtual (dg. 16) por bajo dei punto 0: 


0,8 


77 2 4 “ H-i — ^ 5 4 2 

y otra inflexión en la viga, por ser: 


v = — 0,19 v 


M = 772 4- Hv = 5 , 0 — 


M 1 = m + ELv — Yv = 4“ ^ _ 

i A v 1 P 


772 


= 772 ' = 772 4“ Vü = -|-6,4- 


Para que los resultados sean comparables con los debidosá las 
cargas ordinárias, suponemos c = 2.000 kg. : m. 1. y v = 10 m. 


(*)• El momento de inércia y la seceión son los dei sólido virtual homo- 
góneo, equivalente al real heterogéneo. 
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Ei máximo producido por c (fig. 12) es M c = -j- 0,0694 cv 2 = 
14.000 m.-kg. en números redondos. El máximo debido á las 


m.-kg. = ( — m'), que está representado en la fig. 16 en una 
escala diez veces mayor. que la de las üguras Í2 y 14 (*). 


El efecto de la sustentación izquierda, al mantener invaria- 
bles, á pesar de las dilataciones, dirección y lugar dei extremo 
dei pórtico, es el mismo que produciría juntamente con aquéllas 
una fuerza exterior, la reacción Ri (fig. 16) si dicho extremo es- 
tuviera libre. Los elementos p y v quedan comprimidos, aquél 
por y, éste por E y * queda estirado por V. Los tres trabajan por 
flexión compuesta. 

En el cálculo no han intervenido las íuerzas normales. Vea- 
mos su iníluencia. A los primeros miembros de siempre, que son 
los valores de 


(*), Por equivocación al trazar la figura aparecen cambiadas las curva- 
turas en la viga; el buen critério dei lector corregirá nuestro error, demasiado 
tarde advertido. 


c 

dilataciones supuestas (las más usuales) sube á 6,4 — =1280 


v 



Fig. 16. 
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(excluídos los términos relativos á acciones directas, que ahora 
no existen), les 1'altan los relativos á las N, aféctadps tambiéu 
por el multiplicador EI P : 


Etp X 


C JL 

J ES 


dN_ 

dR 


dl == -4- X 




dN 

N ~~T7T dl 
dR 


En general (üg. 16) se tiene: 
dN 


N — 
0 


y 

N = — J5T 

y 


6 

N = 

4 


dE 

dN 

dR 

dN 

~dH 


= 0 

= 0 


Los términos complementarios son: 
de (/, m) 0 -|- 0 


dN 

dV 

dN 

dV 

dN 

dV 


+ 


1 

0 

— 1 


de (//, E) 


de (///, V) -£■ 

Op 


0 -+- X Ev + 


S, 


0 

0 


X Vp + o 


-4- -5- X v* 


Apliquémoslos al caso p = v = *, r — 1 y naturalmente 
S v = s p . Para que esta sección, con la altura supuesta de 
0,80 m. dé el momento de inércia 0,000 007 c, debe valer 

Ip 1 

0,80 X 0,000 1G5 c = 0, 000 133 c y el factor — — es — = 

0,052, que no es un número, sino una magnitud iúerza X (lí— - 
nea) 2 . Las ecuaciones corregidas, recordando que (II) y (III) es- 
tán divididas por v 2 al simplificar, son: 


3 m -h 

2 m-\- 

3 


/JL 

V 3 


2 vR+ 
19®* ) 


- v F = 0 


v V == - 4,2 — ) 
v. 


■ m 4- 
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Los términos correctivos son, como se ve, de escasísima im- 
portância en el caso estudiado. Para concretar, con los valores 
numéricos ya citados; c = 2.000 kg. : m. 1. y v = 1 0 m., las di- 
íérencias son: de 0,0052 que aumenta el coeficiente de E, que en 
la primitiva ecuación (II) valia 16,606; de 0,0104, iocremento 
dei de F, que en la primitiva (III) era 13,333. Las discrepâncias 
en los valores de m, E, .v, son despreciables. 

Pero si los pilares son cada vez más cortos, con la misma ri- 
gidez, ó más rígidos, con la misma longitud, la resistência 
opuesta á las variaciones de longitud de la viga va tomando ma- 
yor importância: la reacción H será cada vez mayor y m irá tam- 
bién creciendo. Si la viga, con la misma rigidez se va acortando, 
ó, con la misma longitud, liaciendo más rígida, su oposición á 
las variaciones de los pilares, mela si las contracciones ó dilata- 
ciones absolutas , no unitarias, son iguales en los dos, se irá au- 
mentando y con ella la reacción V . 

En general, en las construcciones bastante ó muy peraltadas 
la inflaencia de las fuerzas normales es, como se ba visto, des- 
preciable. Por lo contrario en las obras bastante ó muy rebaja- 
das, ó en las que tengan elementos verticales muy rígidos, la in- 
fluencia de dichas fuerzas es predominante en alto grado, exclusi- 
va, á veces, con ciertas formas. 


Estudiemos la acción de un choque sobre el mismo pórtico 
equilátero. Con los valores concretos ya conocidos, la obra está 
en buenas condiciones de resistência bajo un peso de 20.000 kg., 
repartido por igual sobre la viga. El peso de ésta es, en números 
redondos, 600 kg. :m. 1., ó seis toneladas cada uno de los ele- 
mentos dei pórtico. 

Veamos de qué altura debe caer sobre el centro de v un cuer- 
po de una tonelada para que la obra soporte en su fibra más car- 
gada lo mismo que bajo las 20 toneladas de peso repartido, que 
suponemos equivalente á 10 en el centro. 

q = 1000 kg., aplicado estáticamente da las tres ecuaciones 
de siempre, con los segundos miembros (1 v), (2 v ), (3 v) que para 

v 

p = 7t = v, r = 1, d === — , son: 


Ejcmplo sépiiino. 
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3 w -|- 2 vII+-^-vV = -^-vX[F = 1000) 

r 0 

2 m-h — vH + V V = — • » X (F = 1 000) 

3 o 

q 4 29 

— - m + ■ wif-l- — v V = -T^ v X ( F = 1000) 

2 O 4:0 

m = -f- -j- vF '==>-+- 1.250 m.-kg.; H=- — ^-i í ’= — 125 kg.; 
8 o 

VJ= -+- 4- F = 4- 300 kg. 

•O 

Para calcular la flecha estática, q e , formulemos la derivaria 
parcial dei trabajo respecto á la acción F = 1000 y para ello: 

* /I 1 \ dM 1 . 

U' = m + nu = ( T »- T ») f 


, /i i i 

j¥ c = m -+- B v 4- 7 03 = í — v — t> -4- — a? J .F > 


dM 1 

~dF 2 °° 


9e 


1 j A° 

“^ x ! J„ 


(v — uf 


8 - 


P ÓW + 


f 5 fl 


F dx 


6,25 x (F = 1000 kg.) 


( 15 x 10» ) x ( 7 X 10- 6 x 2000 ) 


= 0,000.3 m. 


El coeficiente li puede considerarse racionalmente el mismo 

dei simple apoyo, porque hay una inflexión justamente en el ex- 

, / m \ n 

tremo dei pilar í L = — — = v ) y asi k = — . 

En cuanto al valor de P, no puede ser el de todo el pórtico: 
18 toneladas. Por consecuencia de la deformación, los pilares os- 
cilan en sentido horizontal, absorbiendo, por tanto, energia; pero 
llega á ellos transmitida por la viga. Además, cuanto menor su- 

pongamos P, más exageramos el coeficiente d eapro- 

l+k ~ 

vechamiento de la energia total 0«. Tomando P = 6 toneladas, 
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colocamos al pórtico en condiciones algo desfavorables para su 
resistência. El coeficiente es entonces 


1 


3,914 


= 0,2556 


1 +^5 _>< T 

y la solnción dei problema está dada por 

= 10.000 kg.^ = 1000 kg. X^/ X 


0,2556 


a = 10 2 X 0,000.3 X 


2 x 0,2556 


= 0,059 m. 


Parecerá, á primera vista, sumamente pequena esa altura; la 
energia total es 59 kilográmetros, de los que solamente 15 son 
los que se transforman en trabajo elástico. Entre 10.000 kilos 
estáticos y 1.000 caídos desde 0,059 m. parece que no hay pa- 
ridad alguna de efectos. 

Una sencilla operación aritmética da la expíicación: los 
10.000 kilos estáticos producen una flecha, 10 q e , ó sea 0,003 m. 
y un trabajo gradual: 

x 10.000 X 0,003 = 15 kgm. 

exactamente igual al calculado bajo la acción dei choque. Las 
construcciones muy rígidas, sobre todas ellas las de hormigón 
armado, sufren deformaciones tan escasas que el trabajo elástico 
es forzosamente pequenísimo. 

La flecha dinâmica, producida por el choque de 1.000 kilos 
desde 0,059 metros, es, finalmente, 


=V 


2 x 0,059 x 0,0003 
Õj2556 


= ^/o, 000. 123 = 0,011 m., 


casi cuatro veces mayor que la flecha estática, producida por el 
peso de 10.000 kilos. 

Recordemos á este propósito los resultados experimentales 
obtenidos por la Comisión francesa dei hormigón armado en uno 
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P 2S 


Q e — 10.000 
(Q! = 250) x (0,759) 


52,68. 


Y, análogamente, para Q" = 100 kilogramos 

1 


„ 17 6 

1 + l5 _x 'M 


= 0,0332 ; a n = 4,518 xn. 


p 100 


Q s = 10.000 
( Q,'' == 100) x 4,518 


= 22,13. 


Como se ve, á medida que el peso chocante es menor, la re- 
lación de equivalência, p, entre el peso estático y el trabajo Q a, 
va siendo cada vez menor. Se comprende bien que la C unisión 
francesa, operando con alturas hasta de 13 metros (*), haya ob- 
tenido el valor 10, tanto más, cuanto que la masa de la cons- 
trucción era mucho mayor relativamente á la dei peso chocante 
que en nuestro caso. La viga era allí una entre otras muchas 
iguales, espadadas 3 metros entre ejes, ligadas todas por un for- 
jado: aun suponiendo este cortado en los ejes de entrepanos, á la 
viga correspondían 1.100 kilogramos de peso por metro de lon- 
gitud. 

Por efecto de la solidaridad, la zona interesada abarcaba mu- 
cho más de los 3 metros, estrictamente atribuídos á una viga; la 
experimentación lo manifestó bien claro. Y con el aumento con- 
P 

siderable de — , p tiene que decrecer mucho. 

Q c 

La relación — — no puede, racional, ni experimentalmente, 

Qa 

tener un valor determinado sino para determinadas condiciones 
^ de las que es función. 


(*) Corresponde á esa altnra una velocidad de 16 metros por segundo, 
que produce lesiones locales muy importantes, con absorción de una conside- 
rable parte de la enérgía cinética. 
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Ejemplo «cíavo. 

Sea (fig. 17 á) la sección de un tubo vertical, rectangular, de 
lados 2 p y 2«. 

En el sentido normal al plano de la figura los espesores van 
generalmente variando por retallos ó de un modo gradual y con 
ellos los momentos de inércia verticales, cuyos valores, constan- 
tes en la zona de un retalio (ó los médios en una rebanada de poca 
altura) llamaremos í p é I v = r / p 

Tratamos de estudiar en una chimenea, ó un depósito de 
agua, ó un silo, el efecto de la diferencia de temperaturas, ó de 
presiones, exterior é interior. 

(?) (b) (C) 




Sean, en general, a s y \i las variaciones unitárias cie longi- 
tud que una causa exterior, si las reacciones y el mutuo enlace no 
lo coartarem, produciría en los paramentos exterior é interior. 
Las contaremos positivamente si son dilataciones y viceversa. 

Prescindiendo por ahora de los eíectos que se originan en 
sentido vertical, que ciespués estudiaremos, una rebanada cual- 
quiera, supuesta por el momento sin continuidad alguna con las 
adyacentes inferior y superior, sufre una variación de longitud 
uniforme, x 0 , en su fibra neutra, y que se opera en completa li- 
bértad y no ocasiona detbrmación relativa alguna. Tiende á sufrir , 
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además, una serie de variaciones, diferentes para cada fibra, 
desde (x s — x G ) en las exteriores hasta (Xj — x 0 ) en las interiores, 
aquélla dei mismo signo de x s y la otra (X* — x 0 ) = — (x 0 — x t ) 
de signo contrario. -Cada pared tiende á encorvarse, presentando 
la conca vidad dei lado dei x de menor valor relativo (fig. 1 7 b), es 
decir, dei de menores dilataciones -ó dei de rnayores contracciones. 

La deíbrmación dei conjunto, caso de existir articulaciones 
en los vértices (fig. 17 c), se operaria sin traba alguna, tomando 
cada lado ia curvatura correspondiente á un ánguio de contin- 
gência elemental 


constante ó variable de un punto á otro, según fuera constante ó 
variabie (x s — x* ) = a. 

La curvatura (fig. 17 b) se considera de costumbre como ne- 
gativa cuando la concavidad está dei lado de lás fibras inferiores 
y viceversa, es decir, se le atribuye un signo contrario al de la 
diferencia (a s — x* ), sean estas positivas ó negativas.. 

Si ios ângulos son rígidos, es decir, si las paredes están mu- 
tuamente empotradas por continuidad y (x s — x t ) es constante y 
uno mismo el momento de inércia en todo el contorno, no hay 
mas deformación posible que la correspondiente á la variación 
unitaria, x 0 , de la fibra neutra. En cualquier sección, la fibra 
superior está forzada á sufrir una variación (> 0 — x a ), igual y 
de signo contrario á la diferencia (X s — x Q ); análogamente, la 
fibra inferior está obligada á soportar (*x 0 — x* ) igual y de 
opuesto signo á (Xj — x Q ). Cualesquiera que sean x s y Xj las ya- 
riaciones de la fibra superior, y, más en general, de todas las por 
encima de la neutra, son de signo contrario al correspondiente 
en las fibras inferiores á la misma. En la sección se desarrollan 
los mismos efectos que yroduciría un momento antagonista , un par 
llector tal que impusiera á cada fibra una variación — (x — x 0 ). 

Un momento positivo produce una curvatura positiva , medida 
por el ánguio 


(*8-*i ) dl 


e 
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Vtiene que ser nulo. Del mismo modo deben ser iguales en 3 y 
en 5: 

m — 27p + 0 — ií/ a = m — Ejp + II X 2jp 4- 0 — M a ; 

II es nulo también. El momento flector en cualquier parte es 
%n — M a ). La sección 0, extremo inferior dei elemento (01) debe 
tener un recorrido nulo respecto á sí misma, considerada como 
extremo superior de (012 ... 670): 


=J* ( m — X 1 X dl = — itf 


X L 


llamando L la longitucl total (012 ... 670). Luego m = Jí“: el par 
m existe necesariamente y tiene el valor exacto dei momento an- 
tagonista; su efecto en cualquier sección es anular la curvatura 

— — dl que sin él se produciría. Finalmente, la üexión ó la 
e 

deíbrmación son nulas en todos los puntos. 

Lo mismo resulta en cualquier figura sin simetria alguna, 
siempre que el momento de inércia ó, mejor dicho, su relación 

al espesor, — , sea constante. Mi entras la causa perturbadora 

sea igual para todos los puntos, iguales son sus efectos: en cada 

\ \ 

punto tiende á producirse una curvatura — dl, pero la 


continuidad dei contorno engendra la reacción-par antagonista 

El ( h 

i¥ a , queá su vez tiende á producu* la curvatura 


X 


— dl, igual y opuesta á aquélla. Y no hay deíbrmación parcial 
EI 

ninguna; sólo queda la general, que se opera conservándose la 

1 


pieza seinejante á sí misma en la relación - 

Si (^s — ) ó — , ó los dos, varían, el problema es periecta- 

mente factible, como en otro ejemplo veremos, y se reduce al 
estúdio de una pieza que en cada punto donde el momento de 
inércia y el espesor son /, e , soporta una causa externa virtual 
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igual y contraria al par antagonista, es decir — 3£ a • 


El ta 


En el sentido vertical sucede lo mismo antes expuesto mien- 
tras consideremos un trozo de pared entre otros dos: no hay de- 
ídrmación porque lo impide la continuidad con los adyacentes. 
Con estos sucede lo mismo hasta llegar á los íinales, en los que * 
las circunstancias varían radicalmente. Si están sustentados por 

, EI A _ . 

un elemento bastante rígido para soportar el par — — - — ó, lo 

que es igual, para desarrollar sobre el primer elemento de pared 
la reacción-par antagonista ilf a , no bay más deformación en sen- 
tido vertical que la uniforme debida á * 0 . Tal sucede enel arran- 
que de la pared dei cimiento de una chimenea. 

Si el elemento termina sin que otro lo sustente, le falta allí 
la reacción y se deforma, á menos que los adyacentes en sen- 
tido horizontal le ayuden, siendo á su vez ayudados basta llegar 
á unos que por sí solos puèdan desarrollar las reacciones necesa- 
rias. Esto sucede en la boca de una chimenea poligonal. 

Sea (íig. 18), en planta y alzado una chimenea de altura a y 
supongamos cortada la pared, de longitud horizontal ó ancho 2 p 
y espesor e, por la unión con las dos paredes de ancho 2 v. Al 
estar aquélla libre se deforma tomando la curvatura constan- 

te ãa, lo mismo que si obrara sobre ella el momento cons- 

e 


tante — 


El A 


que en el arranque se encargaría de equilibrar la 


reacción dei cimiento ó fondo. 

Una carga virtud c kilogramos por unidad de superfície, ó 
2 pc por unidad de altura produce un momento constante m si 
aplicada hasta una proíundidad z 


2pc ~2~ = “ 


pc = • 


El eíecto en la pared libre es idêntico al producido por — 


dando á p- el valor constante 


El k 


El A 1 

(pc) = X — — 

*• P cr 1 - 
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Si las paredes paralelas al plano de la figura desarrollan cada 
una eu cada puuto á la profuudidad £ reacciones horizontales 

r = — pe = + X -V (kg- : m. 1 -) 

e z~ 

los bordes de la pared en estúdio se mantendrán verticales, sin 
deformación; pero los dernás elementos se deformarán como los 


i 



Fig. 18. 


de una serie de piezas horizontales, de altura dz , anchura e, em- 
potradas en sus extremos, salvando la luz 2 jp hajo la acción de 
una carga unitaria 



EI A 
e 



1 

2p 


kg. : m. 1.). 


Para z = 0, en el borde superior, q seria infinita, como era 
de esperar, dada la dehnición de esa carga, que hubiera de pro- 
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ducir bruscamente en el primer elemento una curvatura finita 
La asimilación de efectos no puede llevarse hasta el limite. Lo 
que sí piiede colegirse es que la deformación de la boca será muy 
sensible y que, contra lo deducido por el estúdio de una rebanada 
horizontal aislada , existirá en todas ellas una deformación, dei 
mismo género de las producidas por una carga horizontal q, pero 
tanto menores cuanto más cerca dei cimiento se consideren (*). 

A su vez, esta acción beneficiosa dei cimiento produce una 
nueva perturbación. Las rebanadas contiguas á él debieran dila- 
tarse libremente x o , y esta variación no concuerda en general con 
la X, propia de aquella parte. El efecto perturbador es todavia 
más sensible cuando se trata de cargas interiores, que ponen en 
tensión las paredes; á cierta distancia dei fondo se estiran libre ó 
casi libremente, pero á medida que esa distancia disminuye hasta 
llegar á la zona de unión, donde por ser m ay ores las cargas de- 
bieran dilatarse más, lo impide, comprimiéndolas relativamente, 
la acción debida á la menor extensibilidad dei fondo. 

El problema es, como se ve, mucho más complejo de lo que 
á primera vista parece, aun siendo constante la causa de desequi- 
librio A = (A s — Ai ). 

En resumen: en una chimenea rectangular ó poligonal, en la 
que A s — Ai es negativo, resultan los efectos sigui entes: 

El momento antagonista, negativo, produce horizontalmente 
en las fibras exteriores, á v 3 de la neutra, tensiones uniformes de 
valor absoluto 


EI b 
e 


V* V s 

X — “ = E A 

I e 




y compresiones E a — — en las fibras interiores. 


En sentido vertical, si se considera el tubo indefinido , pres- 
cindiendo de los efectos perturbadores, las tensiones y compre- 
siones alcanzan esos mismos valores en los mismos lugares, salvo 
las pequenas diferencias que resultan de los valores de v 3 t dis- 
tancia dei centro de graveclad al paramento en las secciones ver- 
tical y horizontal. 


(*) No hay contradicción entre las deducciones, puesto que esa deforma- 
bilidad horizontal procede precisamente de la continuidad entre una rebanada 
7 8119 inmediatas, superior é inferior, continuidad de que allí prescindimos. 
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La influencia dei fondo ó cimiento se traduce en una carga 
unitaria decreciente desde un valor E ( A f — l Q ) en la unión 
hasta anularse prácticamente á cierta altura. 

La influencia de la boca equivale á la acción de una carga in- 
terior q, decreciente con el cuadrado de la profundidad y que 
produce los efectos que en otro ejemplo veremos, en general ten- 
siones horizontales en la zona central exterior y en las laterales 
interiores. Y, además, otras tensiones horizontales, r, uniforme- 
mente repartidas en el espesor e y decrecientes tamhién con el 
cuadrado de 

Las partes que más trabajan son, por tanto, las zonas centra- 
les exteriores en la región más alta. Las armaduras, si se trata 
de hormigón armado, deben concentrarse en el exterior, no sólo 
por localizarse allí las tensiones, sino porque al llevar en ese sen- 
tido la fibra neutra, disminuye el valor absoluto, proporcio- 
nal á v 3 . 

En la chimenea circular las cargas más importantes son las 
v a 

mismas tensiones E a , algo menores en sentido horizontal 

e 

por serio el v s de la sección vertical (*). Los efectos perturbado- 
res de la boca se atenúan mucho, reduciéndose á las tensiones 
provocadas por una presión interior virtual 


El\ 

X 

e 



2p 


(kg. : m. 1.) 


es decir, un promedio, si se reparte de un modo uniforme en las 
secciones resistentes 2 X edz , de 


— EI A X — X 
z- 


m 


T ( k §- : m “) 


(*) Eu un. material homogéneo, en el que la sección vertical de un ele- 
mento es un rectángulo y la horizontal un sector de corona. En el hormigón 
armado, la armadura horizontal se pone cifiendo á la vertical y la diferencia 
entre los v se atenúa y hasta se invierte. 
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M: = c 


- 2 /; 3 — 2 n ? 3 
6 (p + rí?) 


M a *= c 


— 2 _p 3 4- 3 pi ? 2 -f- rv z 
6 (p 4- rv) 


Sean los que quieran jp, v y r, ilf, es negativo, y todos los 
vértices tienden á cerrai se; si v >> jp, ilf t> es positivo, y asilas ca- 
ras m ay ores tienen siempre iníiexiones, que en las menores pue- 
den desaparecer. , 

Para los valores v = 2 jp, r = 1 (íig. 19 b): 


^ o = Tf <?P S = Q - ^ 

. 1 . ’ 

Jfef . = — CO — Cl?" 

j 4 


M 2 = 4- cjp 2 = 4- ■ ci? 2 

por donde se ve el error enorme que cometen quienes consideran 
cada lado empotrado en los adyacentes, cualesquiera que sean 
las longitudes respectivas. 

Ilay en el lado 2i? iníiexiones determinadas por 



que están á dz 0,707i? dei centro. 

En los lados menores la üexión es toda en el mismo sen- 
tido. 

En el tubo cuadrado (íig. 19 c), p = v, r == 1 : 

, 1 lo 

m o = = H- -y C P 5 m i = 3 " C P 

1 1 

ó referidos á las longitudes totales, 2jp, — y — — c (2jp) , 

es decir, lo mismo que perfectamente empotrados unos lados en 
otros. Las inüexiones están á 

±V^ = ±(Vt=°' 577 ) ! ’ 

dei centro. 
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mente calculable: es la variación dei lado 0 1, proyectada sobre 
la dirección de 1 2, más la variación de este mismo: 

— X COS 2 «+ — = 4 ( 1 + COS 2 a ) 

ES ES ES 


y como 


m 


vale 1 en (0 1) y cos 2 « en (1 2) 


— ( VI 4- VI x cos 2 2 a — C sen 2 a COS 2 a i 1 ) = — YZ ( 1 4- COS 2 a ] 
ES ES 



Fig\ 20. 

que se reduce sucesivamente á: 

V ( 1 — cos 2 a ) = — c sen 2 a 
7X2 sen 2 a = — cl X 2 sen a cos a 
V= — cl cotang a = — C P COS a 

en función dei radio p = 


l 


sen a 


m — — — cZ 2 -4— — cZ 2 sen2a x cotang a = cl*( — — 4- — cos 2 a ^ 
12 1 4 V 12 2 ) 

Si a = 45°, cos 2 a = — ; m = — — cZ 2 , V = — cl, como 
2 6 

ya sabíamos en la sección cuadrada. Si a disminuye, m decrece 
hasta anularse, y V aumenta hasta — c p cuando el número de 
lados crece indefinidamente ó la sección se hace circular. 
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Ejcmplo undécimo. 

Estudiemos el efecto dei sol en una torre de un faro, supo- 
niendo que el desnível térmico, máximo en el diâmetro cuyo 
plano contiene al sol, decrece liasta anularse en las direcciones â 
escuadra, puntos de separación entre sol y sombra. La ley de va- 
riación es, racionalmente (fig. 21 a), 5 = 6 m sen a. En la parte 
en sombra suponemos que £ es constante mente nula. 



contiene al sol, y, por lo tanto, no hay reacciones V contenidas 
en el mismo, pero sí reacciones normales E y de flexión m, de 
recorrido evidentemente nulo en ambas. 

Del extremo supuesto libre, 1, al punto 3 no hay más causas 
que m y II. En la rebanada de 1 metro de altura: 


M = m -f- Er (1 
N—H COS p 


COS 


p) ) , 1t 

| p de 0 a — 


A partir de 3 comienza á obrar en cada elemento angular 


cloL una causa, equivalente por su efecto á un momento — 


EM 
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Hechas las integraciones se reduce á: 

+ R j.r + -^ r -J-J-^(l--^) = 0 (b) 

Supongamos para concretar: 

5 = T — í=15‘ l ; A= 0,000.150 ; e = 0,24 (m.) ; 

r = 3,00 (m.) 

/ = _L 1,00 X 0,24 3 = 1152 X 10-“(m 4 );S = 2 X 10 8 (kg. :m 2 ) 
1^ 

EM _ 2 x 10° X 15 x 10~* X 1152 x 10 — 6 = 144Q , _ ko . . 
e 24 x 10 — 2 

S=0,24(m 2 ) ; — = 0,000.533 (m.) 

Sr 




El término correctivo -jr- vale 0,000.417 metros y mide 
4 Sr 

la influencia de las acciones normales, mientras que irr= 9,424 
metros es la de las flexiones: 

Resulta así: 

3,141 m -f- 12,423 H = + 1440 (m.-kg.) 

3,141 m -f 9,425 E = + 309 (m.-kg.) 

H = + 376 (kg.) ; m = — 1029 (m.-kg.) 

Hay en la arista opuesta al sol una compresión horizontal, 
poco importante para una sección de 2400 cm 2 , pero en cam- 
bio la flexión es 1'uerte y tiende á mayorar la curvatura de la 
torre. 

En el punto 3, Hf, = m -+- Hr = 4- 99 m.-kg. Hay una in- 
flexión un poco antes para 

m + Rr (1 — COS £„) = 0 ; r( 1 — cos p,) = — - = + 2,73 m. 

contados verticalmente á partir de 1. De 3 á 5 el momento flec- 
tordisminuye hasta una nueva inílexión 


m -f- j Er ( 1 -f- sen a ) — 


EM 


sen a = 0 
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que corresponde próximamente á sen «' = 0,32. Y á partir de ese 
punto domina ei término negativo y el momento flector crece 
con este signo hasta M B = — 213 m.-kg. 

Figurando los momentos por ordenadas radiales, con la con- 
vención usual de proceder de izquierda á derecha en la fibra neu- 
tra ó eje de la pieza’, y de representarias flexiones positivas lia- 
cia abajo y las negativas hacia arriba, es decir, siempre en el 
sentido en que se produce la convexiãad (ó aumento de ella), se 
obtiene la línea representativa de la figura '21b. Aúnque esta \í- 
nea da una idea de los sentidos de la deformación, figuramos, en 
escala muy exagerada, la forma de la fibra neutra, teniendo en 
cuenta que la curvatura en cada punto no procede de la flexión 
local sola, sino de la ammulaciòn de la debida á las flexiones 
precedentes y de la curvatura propia de la pieza. Así, entre los 
puntos de inflexión í, i 1 , lo que se produce es disminuciòn de la 
curvatura inicial y en el resto aumento de la misma. 

Dividamos la semi torre en dos trozos por el radio dei punto 
de inflexión inferior, i, que está determinado por 


es decir, que por él pasa la reaeeiôn completa (*) en 1, de intensi- 
dad II y de momento m respecto á 1. 

El trozo superior, supuesta fija la sección 5 (fig. 21 c) se de- 


siempre de curvatura, hasta 5 4 S ?’ s , bastante más allá de lo que 
el trozo inferior permite y desarrolharia sobre él, si á tanto lle- 
garan las flexiones una reacción completa , E n , mayor que la 
verdadera (1-1, m). A su vez el trozo inferior, supuesta fija la sec- 
ción 1, suf riria bajo la acción impuesta por el superior ( — E n ) 
una deformación 1 2i i\ , bastante mayor que la que al ver- 
dadero valor ( — II) corresponde. No puede haber equilibrio 
con esas derormaciones: tienen que ser menores en uno y otro 
trozo, hasta que las mutuas acciones (E n ) y ( — È n ) alcancen, 


r ( 1 — cos JS) x II -h m = 0, 


formaria bajo la acción de los momentos — 


El A 


e 


, aumentando 




FUNDACION 

juanfJ-0 

IURRIANO 


— 98 — 


■ 


por minoración de aquéllas su justos valores (H) y ( H). La po- 

sición final de i es intermedia entre la primitiva é iy pero co- 
rresponde necesariamente á una minoración dei diâmetro 3 de la 
torre, asi como á una mayoraciôn dei 1-5, imprescindible por 
el aumento de curvatura enla casi totalidad y por dicha dismi- 
nución dei diâmetro transversal. 

Supuesto fijo el centro, como los aumentos de curvatura son 
mayores en la zona en sombra, á ésta corresponde el mayor cre- 
cimiento de radio. 

El trabajo de la pared es de compresión compuesta con 
flexión; ambas alcanzan sus máximos en los extremos dei diâ- 
metro que contiene al sol. Es mucho más importante la flexión 
en 1 que en 5; las tensiones borizontales (y verticales como ya 
en otro ejemplo hemos visto) alcanzan valores bastante grandes 
en el paramento exterior y, á veces, como en cierto faroruso, 
producen en uno y otro sentido grietas muy visibles, que cubren 
dos zonas muy marcadas, con más intensidad en la región Norte 
(sombra) que en la Sur. Por la ley dei retraso esas zonas no son 
simétricas respecto al meridiano, sino á uno más al SO.-NE. Las 
máximas dilataciones, como las temperaturas, se producen des- 
pués dei medio día. 

Es fácil, y completará el ejemplo, calcular el incremento dei 
diâmetro 1-5. Para conocer el recorrido dei punto 1, respecto al 
5 supuesto üjo, debemos suponer en 1 una acción ücticia A iguaL 
á la unidad, dirigida de arriba abajo, y calcular el momento m* 
y la expresión dei momento flector ilí 1 que en el equilíbrio bajo 
diclia acción T resultam M l sustituye, como ya demostramos, á 

7 

— en la expresión dei recorrido: 


En dicho equilibrio bajo 1 en el punto 1 : 

(J/ 1 )’ = m' - h E'r (1 — cos p)+Tx r sen (i • 
(ilf ')f = m* + E'r (1 + sen a) -f 1 X r cos a 


clA 
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La nulidad de los recorridos de m' y de H' da: 
* m l -\- r (l + ~) H' = — z r xT 

I «' + r Tc X H' = — 2 r X 1 
2 


m = 


r X 1 ; = 0. 


Resulta, por tanto, 

d -M \ 3 * * 2 


/ _«_y = __ rXl+) . sèn?x i 
Ul /, 

"í"' xT+ ’ COi “ x7 ) 


P_ 

1 


X 


EI 


7C 

1 J 2 (m + Ilr ( 1 — cos p) j X 
sen pxl)>áP + 


^ A r Xi+r sen p X 1 j n 


1 />-r- / , - EM \ 

I 2 í m .+ Er (1 + sen a) — sen a J x 


^ BI 

^ O 

x ^ — r X 1 -{- r COS oc x 1 j rã a 

expresión que se reduce, lieclias las integraciones, á 


-í 3 a * 


376 • 1,637 — 3- • 1440 • 0,149 = 


2 • IO 9 X 1152 • 10~ 6 i 

= 0,006.4 metros. 

De un modo análogo, para calcular la coritracción dei ra- 

dio 03, supondríamos una acción 1 en 3 y deduciríamos los va- 

lores de m II y V correspondientes á ese equilíbrio, escribiendo, 
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en función de ellos y de 1 los valores generales dei momento üec- 
tor, que sustituirían á las derivadas parciales respecto á la accióu 
fictícia 1 en 3. 

Greemos que este ej em pio convencerá al más incrédulo. 

Las diíicultades, de intento acumuladas, por la naturaleza y 
modo de obrar de la causa exterior, que se salen por completo 
de lo usual en los problemas de Mecânica aplicada; la sencillez 
con que se deducen reacciones incógnitas, leyes de dístiibución 
de acciones, modo y cuantía delas deíórmaciones..., todo ello 
sin más que aplicar un solo principio, no dejan lugar á duda 
respecto á la universalidad y excelencia de éste. 
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El método éxpuestò es, bien-se ha visto, absolutamente uni- 
versal: reacciones, deibrmaciones, todo cuanto se necesita cono- 
cer en una construcción, se deduce dei único y lecundísimo teo- 
rema de Castigliano. 

Pero á poco que se compliquen la construcción ó las causas 
exteriores, todo lo que el planteo dei problema tiene de sencillo, 
lo tiene de laborioso el desarrollo de los cálculos, aunque siem- 
pre sean éstos bastante más fáciles que los- liechos por los méto- 
dos ordinários. 

En ciertos casos, siempre que la influência de las acciones nor- 
males ydangenciales sea ãespreciable comparada con lade las flexiones , 
cabe simplificar considera blemente el proceso, mediante el mé- 
todo tan sencillo como ingenioso dei eminente profesor de Ber- 
lín, Müller Breslau. 

Este método, contenido en su obra Die neueren methoden der 
Festiykèitslehre (*) — Los nuevos métodos de la Mecânica aplicada (li- 
teralrnente: «ensenanza de la resistência») — , es el que exponemos 
á continuación. Pero, enemigos de lo particular, lo desarrollamos 
con toda generalidad y en lugar de una construcción simétrica 
suponemos una cuyos planos principales son cualesquiera. 

Sea (fig. 22 a) una construcción formada por elementos rec- 
tos, ó curvos, sucesivos, sin solución de continuidad elástica, 


(*) Librería de Bauingaertner. Leipzig, 1904. 
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sustentada en dos empotramientos y sometida á un sistema de 
acciones, de resultante general G. 


Fig. 22. 

Cada elemento tiene un momento de inércia /, constante, ó 
variable en íunción de z, longitud de la fibra neutra contada á 
partir dei extremo izquierdò. 


m’= -fm+X £ + 



FU.NÇÀCIÒN 

juani:i.o 

í URRIANO 





VvVj.S* . 


•• y- y . - • -j. - > 

r*" 4.^r.iyçC-‘ 




— 104 — 

EL sistema hiperestático equivale exactamente al isostático si 
á la resultante general, G , le agregamos un sistema de causas 
exteriores definido por: 

[H + II') - R\ 

(V-h V 1 ) - y 0 
(m -f- m' + Vã -I- H B) 

que introducido en (44) á continuación de los términos en G, da 
exactamente (43). 

El sistema de causas (45) es idénticamente nulo, puesto que 
es la diferencia entre dos sistemas de reacciones hiperestáticas (h) 
é isostáticas (i): 

\m H V , w', V 1 ( (h) 

jo 0 V, , 0, H\, V 0 í (t) 

tales que cada uno equilibra, totalmente ár G. 

El sistema (fig. 22 c) definido por 

(X-X) 

( Y — Y) 

(m -f- m' 4- Yd -j- X ò) 


= 0 ( (46) 


- («) 
— V ) 


idénticamente nulo, puede sustituir al (45) siempre que las tres 
indeterminadas X, Y, m , satisiàgan, como desde luego habían 
de satisfacer las H, V, m, las condiciones impuestas á la defor- 
mación elástica dei sólido por las sustentaciones. Tenenios así, 
identificando (45) con (46). 


(B+B 1 ) -B’ ü 

II 

N 

1 

N 

II II 

ta 

O 

— X 

(V+V')~ V 0 — V 0 

II 

4j 

1 

41 

II II 

+r 

— Y 


{m + m' + Vd 4- H 5) — F 0 d = m + m’ (m = n ’ 

+ Xl+Yd ( m' = — (m-hXZ+Yd ) 


(47) 


En suma, sustituímos el sistema hiperestáiico por uno equi- 
valente isostático, facilísimo de calcular, sometido á las acciones 
reales , 2 A = G, más otras acciones virtuales (46), que por ser de 
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resultante nula , sólo deseínpenan un papel distributivo y equiva- 
len á las íuerzas de enlace impuesfcas por la naturaleza de las 
sustentaciones. En cualquier punta dei sólido el momento flector 
real , M, es la suma dei momento flector, Jf 0 , producido por las 
acciones A y dei 3TL originado por las acciones (46) obrando 
unas y otras sobre el sistema isostático . 

De las acciones virtuales (46) traslademos las correspondien- 
tes al extremo izquierdo, X, r, al centro de la elipse de inércia 
(fig. 22 d), y llamemos z el par total resultante determinado por 
la igualdad de momentos alrededor de c: 

m = — Xz-i-Yu-j-Z, (48) 

que es la expresión dei momento de empotramiento en iunción 
de las tres indeterminadas definitivas X, Y, Z. 

En un punto cualquiera determinado por sus condenadas £, ^ 
respecto á los ejes principales de inércia, 

M = M n — (xn) — (YÇ) + f, (49) 

expresión general, pues tomando como direcciones positivas de 
5 ri las marcadas, los signos de {X *)) y de (Y £) son siempre los 
mismos de ^ y de 

Apliquemos el teorema de Castigliano, expresando la nulidad 
de los recorridos de E , V, m. 

Las derivadas parciales de (49) respecto á éstas son las mis- 
mas que respecto á X , r, z , puesto que#, V, m, son respectiva- 
mente sumas de X ó Y ó z con otras cantidades, constantes en la 
derivación parcial respecto á la variable de que se trata. Así, 
pues, 


m 


_ dM _ 

dR 


_ dX 

dM 

dM 

dM 

dV 

d( r 0 +Y) 

dY 

dM __ 

dM 

dM 

dm 

d ( — Xz -h Yu Ar Z ) 

dZ 


Prescindiendo dei factor coeficiente de elasticidad que supo- 
nemos constante y multiplicando todos los términos, que en la 
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tores isostáticos y el eje neutro (fig. 23 a), atribuyendo una den- 
I a 

sidad virtual r = — á cada una de aquéllas. Si dentro de cada 

trozo de l es constante r, la integral vale r veces el área de mo- 
mentos, que designaremos por g>TL 0 : 

fM n rdl = r 91c 0 (52) 

y que es de las dimensiones fuerza X (Hnea) 2 . 

f m q *1 rdl é f M 0 %rdl representan la suma de los momentos 
estáticos de cada peso elemental (rM Q dl) supuesto concentrado 
en la fibra neutra, respecto á los ejes g ó Proyectando sobre 



aquella el centro de gravedad (fig. 23 b) y llamando x y las 
coordenadas de la proyección: 


f M 0 t) rdl = r 9ÍC rt y 
f M q { rdl = r 91C 0 ^ 


(53 


que son de las dimensiones fuerza x (línea) 3 . 

Los momentos isostáticos, ilí* 0 , las áreas que producen, 91c 0 y 
los momentos de estas áreas, 91L 0 x, 9tc 0 y , entran en la evalua- 
ción con sus signos. ü/ 0 , negativo dentro de un trozo, da un área 
también negativa; pero los momentos estáticos serán negativos ó 
positivos según que los signos de las coordenadas y , de la pro- 
yección dei centro de gravedad seaii + ó — . 
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f rãl es sencillamente el peso virtual dei elemento, siempre 
positivo y de dimensión lineal; lo llamaremos 2 - 

/ £* rãl é / n - son los momentos de inércia de esos pesos 
virtuales respecto á los ejes a y £. Son siempre positivos, de la di- 
mensión (línea ) 3 y los designaremos por <^ y , 



En un trozo cualquiera, definido por sus coordenadas extre- 
mas r 1 , , £„ 24 a). 

<^f x r J 1 ’ t X dl =rj > 




** 1 
v X 

*>.i 


d n = 


sen a 




3 sen a 


y como *) 2 — *), = Z sen « 




IX 


3 t) 3 — *), 

Y clel mismo modo: 


(\~i) 

= 3 Z (v+ 71 ■ ^ + i) 


(54) 


Si el trozo es paralelo á un eje y, por tanto, perpendicular al 


otro (fig. 24 b), 
&: _ * 


I = 7ÍXJ < 


= rl X if 


% = .^ IX (í*H- ?i íi + Q = - 3 - X ( Ç - O 



FUNDAC10N 

JUANi-I.O 

.TURRIANQ 




— 


eje, 


— 109 — 

Si ;||/=== — §«, es decir, si el trozo es simétrico respecto á un 


%=-t‘x(í;^í;+'í;) = 


i 1xí ;-í x '' 


Eli resumen, calcularemos directamente los elementos: 

M 0 , momentos que en cada trozo originan las causas exte- 
riores. • 

91c 0 , áreas de las superfícies representativas deil/ 0 . 

03 y coordenadas de la proyección dei centro de gravedad de 
91t 0 sobre la libra neutra. 

91c 0 cp :) 91c 0 y , momentos estáticos de las áreas 91c o supues- 
tas concentradas en la fibra neutra. 

2, peso virtual de cada elemento. 

% > °aI v > momentos de inércia de ese peso virtual y obte- 
nidas numéricamente, quedan definidas las tres indeterminadas: 


x== 


Y — 


Z — — 


5 91c 


oV 


s 91õ 0 X 
y 

s£ 


(55) 


y el problema está resuelto. La expresión (49) da el momento 
flectõr real en cualquier punto, en función dei momento isostá ti- 
co M 0 ya evaluado. Las (47) liacen conocer las reacciones-fuerzas 
reales 77, V, en función de la isostática V 0 . Proyectando sobre 
un elemento y. sobre su normal, las 17, Y y todas las fuerzas ex- 
teriores existentes entre la sustentación y la sección que se con- 
sidere, se obtienen la fuerza normal X y la tangencial ó esfuerzo 
cortante (T, que realmente corresponden. 

Cuànclo las causas exteriores son variaciones de longitud, uni- 
formes en toda la sección, pero en general variables de una sec- 
ción á otra, 

x = <P W — ($ -n) 
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se obtienen también directamente las indeterminadas X, Y, z, a 
eondición de prescindir, como antes, dei efecto de las fuerzas nor- 

N 

males en lo relativo á sus recorridos pro pios, dl. 

En el punto £, t), de un elemento que forme el ângulo a con 
la dirección positiva de X, contando a en el sentido negativo á 
partir de -|- X. 


M= — (Xi) — (YQ + Z 
— N = + X cos a -I- Y sen a 


(56) 


El signo — de A r corresponde á considerar las X positivas como 
dilataciones, y por tanto, como negativas las fuerzas normales 
que producen compresión. 

Apliquemos el teorema de Castigliano, según la expresión 
(25), prescindiendo de los términos 


/ 


iV dW 


ES dlit 


dl —|— 




d 31 ls — Xj 

d Et e 


dl 


el primero por la pequena importância que, desde el principio, 
suponemos que tiene, y el segundo porque ^ = 0. Re- 

sulta 


/ 

P M 

J EI 


dM 
d X 

dN 

dX 


1 M 

dM 

dl — |— 

V 

dN 

El 

dX 

dX 

‘ 31 

d 31 

■ dl — j— 

Ç x 

dN 

EI 

dY 

) 

dY 

i 31 

dM 

dl 



EI 

dZ 



— — 


dM 

dY 

= 

- 5 


dl = 0 


= 0 


dM 

dZ 


(57) 


= + 1 


= — COS a *, 


dN 

dY 


= — sen n 
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Introduciclos estos valores en (57) resulta, multiplicando como 
siempre todos los elementos dl por un momento de inércia ar- 
bitrário, J a y haciendo r = ~~j~~ 

X f ^ rãl 4- Tf Z ^rdl — Zf *) rdl = -J-jE7u /X cos « dl.) 


Xft-n rdl- 1- Yf g 2 rc u — z f %rãl = -f-2?I n /X sen * C ll (58) 
—X f r\ rdl — Yf g rdl -f- Zf rdl = 0 ) 

Por ser los ejes coordenados los de la elipse central, resulta, 
como antes, un sólo término en los primeros miembros y que- 
dan, recordando la signiíicación de f v rdl é /g 2 rdl: 


X dl cos a y x dl sen a son las proyecciones sobre XéT de 
la variación elemental X dl , contadas positiva ó negativamente, 
según concuerden ó discuerden con los sentidos positivos de 
aquéllas. 

La exposición dei método, máxime con la generalidad que le 
hemos dado, es más penosa que su aplicación, La gran ventaja 
que procura es la de ciar direct amente las tres indeterminadas en 
función de funciones de los datos, directamente calculables. Por 
el método general se llega á tres ecuaciones con las tres indeter- 
minadas; los coeficientes de éstas y los términos constantes son 
funciones de los datos. Guando las formas ó las causas exteriores 
se complican algo, las ecuaciones resultan complicadísimas, y no 
se prestan á un trabajo de investigación en el que se trate de im- 
poner ciertas condiciones á la estructura, uno de cuyos elementos 
se supone variable. Lo demostrará palmariamente lo que sigue. 

Pero, en cambio, no es aplicable estrictamente más que á 
formas de indeterminación triple, es decir, á pórticos en general. 
Observemos que la distinción entre los empotramientos izquier- 
do y derecho nada prejuzga respecto á su posición: pueden con- 






/ 
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fundirse en una misma sección de una forma conslructiva cerrada, 
como ya á propósito de los tubos poligonales liemos visto en vá- 
rios ejemplos. 

lüjemplo duodécimo. 

Un acueducto está íbrmado por un fondo (üg. 25 a) de lon- 
gitud 2 f. dos paredes de altura p, que contiehen el agua liasta 
una altura a y que están ligadas una con otra por la riostra su- 
perior, de longitud 2 f, empotrada en ellas. 

El fondo está soportado por dos nervios, sobre pilares de al- 
tura 7T, separados transversalmente entre ejes 2 s. 

Suponemos que la rigidez de estos nervios, respecto á la 
fiexión longitudinal, perpendicular ai plano de la figura, es sufi- 
ciente para poder considerar uniformemehte repartida en el vano 
entre dos pilares consecutivos las reacciones verticales de éstos. 
Analogamente las riostras, por estar poco espadadas y unidas á 
las paredes con fuertes cartabones horizontales, pueden equipa- 
rarse á una riostra virtual ininterrumpida, más débil naturalmen- 
te que la real. Àsí 1^ é l r serán los momentos de inércia que 
correspondeu en un metro lineal de obra á la repartición unifor- 
me de los momentos absolutos de un pilar y de una riostra. 

Estudiaremos, pues, la rebanada de un metro de longitud, 
limitándonos, por la simetria, á la mitad 1 23 45 6 : 1 será el 
empotramiento izquierdo dei caso general. 

Los momentos producidos en el vértice 4, por la tensión de . 
la riostra y por su momento en el punto 1, así como por el agua 
en la altura a, se transmiten á todo el fondo. Su suma, conside- 
rando como extremo de la semiconslrucción el punto 6 en el 
plano de simetria, es negativa. Del mismo signo son igualmente 
los momentos originados por la carga de agua que gravita sobre 
el fondo-, de 4 á 6. 

El único momento positivo que en esta parte puede aminorar 
el valor absoluto de aquéllos es el producido por la reacción dei 
pilar, R. Nos proponemos investigar qué separación , 2 s , es la 
más venta josa . 

Si en et punto 5 es el momento fiector un máximo, la tan- 
gente á la elástica dei fondo será horizontal. Un pilar empotrado 
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sitivo, requerirán una resistência simétrica pero obtenida con la 
misma cantidad de matéria. 

Claro que de 5 á 4 y entre 5 y 6 las flexiones serán menores 
y el fondo no será de igual resistência; pero con hormigón arma- 
do, sobre todo (y aun con el acero), es preferible en general una 
sección constante. Determinada, como queda dicho, por 


los valores absolutos de uno y de otro son los menores que cabe 
obtener y la sección dei fondo la mínima. 

Yeamos á un tiempo la aplicación dei método de Müller Bres- 
lau y la resolución de nuestro problema. 

Observemos, ante todo, que en la evaluación dei trabajo 
elástico, y como base, en la dei peso 2 y momentos de inércia 
2 6}/, no debe entrar el pilar. Y en general, en toda construcción 
que presente uno ó vários elementos que vuelen, saliéndose de la 
línea fundamental directa entre sustentaciones, tampoco entran 
en cuenta dichas partes voladas. 

El trabajo elástico de esas partes existe, pero se emplea exclic- 
sivamente en trasladar y localizar en el arranque de los vuelos las 
acciones que en éstos se ejercen. Supuesta, como en este caso, 
sustituída la sustentación dei pilar por las reacciones m, JT, Y, 
la resultante y par de traslación de ellas y de todas las acciones 
que de 5 para abajo se ejerzan, aplicados al punto 5 sustituyen 
exactamente á la acción dei pilar sobre el fondo. En una palabra, 
pasa en 5 lo mismo que en cualquier sustentación, que se deja 
en libertad á cambio de imponerle allí mismo la.s acciones 
m, H, V. 

Por la simetria de forma y de cargas, los ejes principales de 
inércia son vertical y horizontal. Tomemos como multiplicador 
arbitrário, 4 , el momento de inércia dei fondo, , haciendo 


M k = — 




El peso virtual de una mitad es: 


-5-2 2 = /(l +P) + rp 
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corresponde un área total 



cuyo momento, respecto al nivel dei líquido (.z = 0) es 


Representamos (fig. 25 b), las áreas de variación de^momen- 
tos, con sus centros de gravedad respectivos y brazos de palanca 
de éstos. 


los demás son todos — (p — ã) y están suprimidos por claridad. 
Respecto al eje ^ aparecen todos (positivos) consignados, menos 
el correspondiente á la pared que es -+- f. 

Los momentos estáticos (53) de esas áreas, respecto á los 
ejes son: 


El momento máximo — — $ a 3 afecta á todo el fondo: el área 

D 


1 • WL 0 x = — i«a 3 / , x(+ f) = — i-5a 3 / 2 

1 • 91í. 0 y = - i S a 3 /'X (- (p — d)) = + j 8a 3 / [p — d) 



a 


y cuyo centro de gravedad eslá á la prolundidad 


24 4 


5 


Respecto al eje £ el relativo á la pared es — í p — 






1 


rectangular — 0 a 2 f produce los momentos estáticos 

6 
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— — 


El peso propio de la pared, tt kilogramos por metro superfi- 
cial (*), da sobre el fondo im área de momentos triangular 
(de cero á — r.p x f en el centro), con su centro de gravedad 

á — / dei plano de simetria y los momentos estáticos 
3 


(3) 


1 • 9Z 0 a>=-±itpf- fx ( + r /) = — iwjj/» 

1 • <BXl 0 y = — iit/)/-/x(— (P — dj) = + ^ * pf°- {p — d) 


La carga de líquido sobre el fondo, o^, forma un área trián- 
gular parabólica, desde 0 hasta — — laxf que vale 

x/,= _ T 5a/3 

y como su centro de gravedad está á — f P^ an0 de simetria, 
da los momentos estáticos 

i-91c o 0 = -i-s^x(+i/) 


( 4 ) • 


1 • 91õ 0 ’?y = — -- c aP x (— {p — d)) = + jlaP(p — d) 


El peso propio dei fondo, n 1 , (**) da análoga mente, sin más 
que sustituir (o a) por n r : 


1 r 


1 •91c o2 / = + t *'f* (p-cl) 


Por último, la reacción dei pilar 

laf-hi'p-+-rJf=ij%-R (***) = R 


(*) Por lo ya dicho, escribiendo tz en lugar de 1 X t, se le atribiiyen las 

dimensiones fuérza X pínea)" - . 

(**) La misma observación que respecto á ir. 

(***) Suprimiendo la unidad, es de la dimensión fuerza. 
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que consideramos como una causa exterior, da momentos posi- 
tivos. de cero á + Rs, un área -5- Rs x s y momentos estáticos 

( 1 • 9ÍC Q cc = H — — Rs 2 = H — jT Rs ò 

( 6 ) 

I 1 * 91L 0 y = 4- ik 2 x( — (p — ri)^= j .Rs 2 (p — ri) 

Todos lo s elementos de las expresiones (55) están ya calcula- 
dos y resultan, simplificadas: 



[ — 12 Rs 2 + 4/ 3 (*?t / — | — 8 a)4- 12 f 2 Tc p-{-4 /8 a 3 j 

; + rla'‘{ 

i 

1 

Ss 


24/ , j P á 2 H-( i )-rf) 2 | + 8r 

| d T ' + (p — df j 


-|- 4 Rs 3 — / 4 {*' + 8 a) — 4 Z* 3 8a 3 ) — fxr 8a 4 

8/ # | (l+p) /’+ 3 rp { 

— 12 Rs°- + 4 P {iz' + 8 a) + 12 /‘ 2 tt p + 4 fl a 3 4- »’ 8 fl 4 

^ 24/(1 4-p) -f24?7? 

Apliquémoslo á un ejemplo numérico. Sean: 

?" = 1 0 ; p = 80 

/ = 5 ; p = 3 ; a = 2,5 metros. 

8—1 ton. : m 3 ó mejor (*) 1 ton. : m 2 
7t = 0,4 ton. : nr » (*) 0,4 ton. : m. 1. 

ti' =â 0,8 ton. : m 2 » (*) 0,8 ton. : m. 1. 

R = í *2.5*5 -f- 0,4 * 3 -4- 0,8 * 5 = 17,7 ton. : m. 1. ó (*) tons. 

La sustitución de estos valores en las expresiones respecti- 
vas da: 

d = 0,14 p — cl = 2,86 metros. 

£ — 435 metros ; 6 l£ x = 128,8 ; 6^ y = 4125 (metros) 3 
X = ( — 0,198.0 s 2 4- 2,465) tons. 

Y = (4- 0,000.7 5 3 — 0,053) tons. 

Z = ( — 0,020.0 s 2 -I- 0,222) m.-tons. 

(*) Reenórdese lo dioho respecto á la alteración de dimensiones por ope- 
rar sobre nn trozo de lohgitnd uno. 
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El momento flector en 5 vale: 


ilí 8 = -+- X{p — d) — Y X s + ^ ^ Sa 3 — — s) 


- 4 (*«-+-*')(/-»)• 


que se reduce á 

M s = — 0,000.7 s 4 — 1,490 /- 4- 10,253 5 —23,783. 

Si tratáramos de imponer la primera coudición, elástica hori- 
zontal en 5, M t . había de ser un máximo. Gomo allí precisamen- 
te obra la reacción dei pilar, la expresión de il/ G cambia, presen- 
tando un punto anguloso. 

Para un valor ( s ãs) el momento es M. á -f- dM... Para otro 
simétrico ( s — ãs), el valor es M,. — dM.. -f- Rãs. Si el punto an- 
guloso debe corresponder á un elemento horizontal de la elástica, 
los giros elementales, á ± ds dei punto 5, deben ser iguales y dei 
mismo signo , por reíerirse uno á la sección izquierda dei elemen- 
to (-f- ds) y otro á la sección derecha de ( — ãs), y, por tanto: 


y s debería ser 0,475 metros, es decir, casi como si los dos pilares 
se reunieran en uno. La condición es prácticamente inadmisible. 
Lo seria tan sólo eu el caso de una altura a muy pequena con re- 
lación al fondo 2 f. 

Impongamos la segunda condición representada convencional- 
mente , prescindiendo de escalas y atendiendo tan sólo á la clari- 
dad, en el último diagrama de la fi£uxa 25 b. El área de momen- 
tos positivos de R está volteada para obtener la superâcie repre- 
sentativa final, que es la rayada. 

El momento completo en el punto 6 es: 


M.. 4- dM 8 = M B — dM t . + Rãs\ 
2 dM & — Rãs = 0 
7 5 3 -f- 7450 5 — 3507,5 = 0 
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y el giro clel punto 5, puesto que introducido allí uu momento 
unidad da -f- 1, como equivalente de la derivada parcial, 


EL giro (H-r) está contado en el sentido dei momento ( — z) 
que es el positivo; el (H-V) lo está en el de la unidad positiva. 
Gomo las secciones terminales dei pilar respecto á la base y dei 


misma dirección positiva, basta igualar y y y r \ El sistema: 


determina por completo la solución buscada. Sm desarrollarla 
numéricamente, lo que seria pesado y sin utilidad práctica, en 
este caso baste decir que la separación critica que buscamos de- 
pende íntimamente de la flexibilidad dei pilar. Si esta es absolu- 
ta, entendiendo por tal permitir en 5 un giro sin oponer resis- 
tência, es decir, con una articulación, estamos en el caso primi- 
tivo (íig. 25 c). Si, yendo al limite opuesto, la rigidez es absolu- 
ta, el semiacueducto termina en el punto 5 en un empotramiento 
períécto: la longitud útil dei fondo volado [f — s) y con ella la 
posición dei centro y momentos de inércia, las áreas y momentos 
estáticos relativos á dicba parte, todo, salvo lo concerniente á la 
pared, es, como X , Y, z , función de s fácilmente calculable. El 
trozo central es una pieza perfectamente empotrada, de luz 2 s 
y que solo soporta la carga ( 5 a -(- r J), La condición se cumple 
sencillamente haciendo 


Si los pilares no son muy altos, como por regia general, da- 
das sus fuertes cargas, resultan muy robustos, la ecuación (d) se 
aproxima bastante á la realidad. Dando á s un valor algo menor 
se obtiene una solución satisfactoria. 



.3 


trozo de fondo respecto al plano de simetria, giran ambas en una 


(s) -h <f (s) 


0 » 


I n X F (SyZ) If X ^ (SyZ) (C) 
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BljcmpSo déciiiiotcrccro. 

En uii tubo de sección rectangular (fig. 26 a), las temperatu- 
ras aumentan gradualmente desde 0 o en el punto 1 á t° en 
el 3, decreciendo desde alll basta 0 o en el 5. Análogamente, ba- 
jan hasta — t° en 7 para subir á 0 o en el punto 9-1. 


(a) 




Fig*. 26. 

Apliquemos las expresiones (59). Sea el momento arbitrário 
/ a el de los elementos verticales 2 p, / p y hagamos como siempre 

— = ?\ Los momentos de inércia totales son: 

Iv 

% ^ = 2 I 2 • rv X p* -f- 2 • lxL 1 j 


2 % = 2. I 2 • 1 • pv* + 2 • ?• X — v 3 I 

La dilatación dei lado 1-3 corresponde, lo mismo que la dei 

1 

3-5, á una temperatura media — 2 o ; las contracciones de 5-7 
y 7-1 á esa misma cambiada de signo. 

x cos et. dl (59) que valúa la suma de proyecciones sobre la 
dirección H- X , es, teniendo presente que en el contorno 1 3 5 7 1, 
el lado inferior se recorre en dirección negativa: 


2 v 


ô t° 




4- 2 v * t°. 
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Del mismo modo la sumay^x sen a ãl vale -4- 2 jp ó £°; y por 
tanto 

3 V6t° 


x = -*-m 

Y= + EI V 


p Qrvp'- \-2p s 

3 p 6 I o 
6 pv* + 2 rv 5 


que están en la relación 


Y p 3 3 rv-t-p 

X v 3 ^ 3 p-\-rv 


en general distinta de — . La resultante de las dos indetermina- 


das (recuérdese que Z es nula en este caso) no coincide con la 
diagonal (tig. 26 a). Sea la que quiera, su momento respecto á 
cualquier punto dei tubo es el momento flector y su proyección 
sobre cualquieL* trozo es la íuerza normal. R es, en una palabra, 
la causa única cuyo efecto sobre el sói' do equivale punto por 
punto â las reacciones provocadas por las variaciones de longi - 
tud. Si éstas pudieran efectuarse en libertad, por estar articula- 
dos los ângulos ó por cortar al sólido por un punto rompiendo 
su continuidad, no habría reacción ni trabajo elástico alguno. 
Los enlaces rígidos de los cuatro trozos coartan aquella libertad, 
y al hacerlo desarrollan una serie de reacciones elemmtales cuya 
resultante total es precisamente R en magnitud, posición y sen- 
tido. 

Consideremos por sencillez el tubo cuadrado: p = v\ r = 1 . 
Entonces resultan: 


X = Y= + EÍX 


3U° 

Sv 2 


R coincide con la diagonal; los momentos (üg. 26 b), nulos 
en 1 y 5, crecen linealmente hasta — Xv en 3 y hasta -t- X v 
en 7. 

Claro es que en el sentido de la diagonal 3 7, normal â R , no 
hay deformación alguna. Si cortamos el tubo por la diagonal que 
contiene R (üg. 26 c) y mantenemos üjo el punto 3, de obrar li- 
bremente las dilataciones, 5 iríaá 5' y 1 á 1'. Del mismo modo, 
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á partir de 7, cuya posición respecto á 3 no puede variar, de 
obrar libremente las contracciones, 5 vendria á 5" y 1 á 1". 

Al reslabl icer los enlaces, 5, que tiene que obedecer á ellos y 


La posición definitiva de los vértices está determinada por la con- 
dición de igualdad de la contracción absoluta — que los en- 
laces imponen al iado qne se dilata y dei alargamiento absoluto 
-f- X v que los mismos imprimen al lado que se contrae. El lugar 
dei punto 5'" es, por tanto, la normal â R: su abscisa y orde- 
nada respecto á 5 son: 


Expresando el momento de inércia èn íunción de la sección 
vertical S y dei espesor de la pared e: 


Si la relación [e : 2 v) decrece indefinidamente, los vérti- 
ces 1 y 5 tienden á las posiciones limites 1 IV y 5 IV , que corres- 
ponderían á sección y momento de inércia nulos. 


Si la variación es la de un solo lado, todo él á -f- £°, que- 
dando el resto á 0° (íig. 27), 


y se obtiene la distribución de momentos representada, con los 
máximos ± X p. La deformación se figura íácilmente.* el lado 


á las causas exteriores, viene á 5'" y, análogamente, 1 á 1'". 



RS 


2v 


— v 



) 




Fig. 27. 
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superior sufre un acortamiento relativo igual al alargamienfco 
absoluto dei inferior; sus valores son: 


zp\X2v=+~ X2v 


Si ei lado inferior tiene distinto momento de inércia, V v , el 
centro de la elipse está á una altura 


V 


2 rv -1- 2p 


rv - 


- r v - 


2p 


4 


mayor cuanto menor es r'= es decir, cuanto más grande 

I' V 

es I\. Si éste es infinito, al degenerar el tubo en un pórtico, la 
altura llega á su limite superior, 


V 


2 rv H- 2 p 
rv 2 y 


El momento de inércia 2 (3 lf x va creciendo y X aminorando. 
El acortamiento dei lado superior deja de ser igual al alarga 
miento dei inferior, pero sus valores son, como siempre 


TT X 2v 

BS 


nulo este último en el pórtico. 


ES' 


■X2v 


Ejemplo cléciiiiiocaiarào. 

Aunque el teorema de Maxwell es mucho más conocido que 
el de Castigliano, por su aplicación más usual, la de cálculo de 
las líneas de influencia, queremos dar un ejemplo demostrativo 
desuutilidad en el cálculo de construcciones hiperestáticas. Co- 
rolário dicho teorema dei de Castigliano, su uso es, como el mé- 
todo de Müller Breslau, un derivado dei fecundísimo método ge- 
neral dei trabajo elástico. 

Expondremos, como preliminar, la aplicación al caso más 
sencillo; en los más complicados todo se reduce á la repetición 
de lo hecho en aquél. 
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Sea 1-2 (fig. 28 a) una pieza, recta, quebrada, ó curva, isostá- 
ticamente sustentada mediante una articulación en 2 y un apoyo 
móvil en 1 . Una acción cualquiera que obre á una distancia i de 
la sustentación izquierda y l — i = d de la derecha, da en 1 una 
reacción desde luego determinada 

d 

V { = A x — ; y en 2, V 2 = A — V 4 . 

£ 

El momento, también determinado, alcanza su máximo 
id 

4 -A x — en el punto de apLicacion de A . 



Fig. 28. 

Si en punto p introducimos un nuevo apoyo móvil, el sistema 
se liace hiperestático: la reacción V 9 es indeterminada, así como 
las nuevas V f t y V\ La Estática sólo da la condición 

y la de igualdad de momentos alrededor de un punto; la tercera 
condición, R— 0, es inútil en este caso. 

En el sistema primitivo, una iúerza igual álaunidad aplica- 
da en p y dirigida como V, en sentido contrario á A, da una 
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reacción — 1 x — ea 1. El momento flector, representado por 

l 

las ordenadas dei triângulo 1' p r 2', es 


M = — 1 X 


d' 


■ x 


l — V * » / 
= — 1 x — ; — x de 0 a i’ 


M — — 1 X — x -(- 1 X (x — i 1 ) — 1 X 


l 

l — x 


l 


i r d ei 1 á l 


Sabido es que la elástica es la curva funicular obtehida con- 
siderando como distancia polar la magnitud El y como íuerzas 
las áreas elementales Mãx de la superfície comprendida entre la 
línea de momentos M y la de cierre. Sus ordenadas son, en una 
palabra, los momentos flectores producidos por íuerzas virtua- 


les ó bien son -^-veces los momentos originados por las 

EI EI 


íuerzas Mãx. Basta considerar como área representativa de íuerzas 
la de M y calcular, ó construir, con una distancia polar, a, elfti- 

A 

nicular correspondiente para tener en la escala de i por las 
deform aciones (*). 


(*) Esta escala es siempre invçrsa porque EI es una magnitud muy gran- 

El 


de que resultaria inmanejable: las defonnaciones construídas son ~ ~ 


veces m ay ores. 

Si las escalas arbitrarias son: 


l unidades lineales 

unidad lineal < > { f * defuerza 

» de momento 


las áreas ( Mdx ) de las dimensiones f uerza X (línea) 2 que son las mismas 
de JÈ7, se representan, divididas por una base de reducción arbitraria, b uni- 
dades lineales, en la escala: 


unidad lineal < > bm unidades de (momento X línea). 


Si en lugar de EI en esa misraa escala, se toma la distancia polar n veces 
menor, A, las defonnaciones construídas son n veces mayores que las reales, 
figuradas desde luego en la escala dei dibujo. Su escala es: 

unidad lineal < > unidades lineales. 


El número abstracto n es generalmente mayor que el dei mismo género l: 


el dibujo da defonnaciones veces mayores que las reales. 


Cuando la línea de momentos M tiene definición geométrica el Ctálculo de 
la elástica como curva de momentos flectores producidos por las cargas Mdx 
es bastante sencilla. 
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Construída ó calculada (üg. 28 c) la elástica correspondiente 
á ( — 1) aplicado enjp, cuya ordenada máxima es segiiii nuestra 

notación — v~ 1 (recorrido en p debido á ( — 1) actuante en p) la 

pp _ i 

deformación en el punto q es a ^ . Según el teorema de Max- 
well, si en q aplicáramos la acción ( — 1) el recorrido ó deforma- 
ción causado en p seria 

— i — i 

a = a 
pq qp 

es decir, el mismo medido en q en la elástica en magnitud y sen- 
tido, que es ascendente. 

Cada acción igual ái X (H- 1) producirá en p una deforma- 
ción descendente: 

— | — A X ci = — A X ci === — j — v 

pq 1 qp 

i 

La reacción total incógnita, igual á V p x ( — 1) originará, 
también en jp, una deformación ascendente 


Todas las deformaciones debidas á ( — 1) actuante en p son 
conocidas por la elástica (fig. 28 c); en función de ellas podemos 
expresar la deformación fínal en p resultante de todas las A y de 
la Vp incógnita 

+ 2 A X a~ 1 — V p x ü -1 = + 2 v M — v v) 

1 qp ^ PP 

Si el apoyo p es inconmovible V p queda determinada por 
+ 2 ^_^ = 0 ( 60 .) 

Si es una pieza de longitud L , sección 5 y coeficiente de elas- 
ticidad E , para desarrollar la reacción Y p sufre un acortamiento 
ó deformación positiva y el problema queda resuelto por 

+ = 0 ( 60 ') 

La cosa no puede ser más sencilla: construída la elástica bas- 

9 
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ta medir su ordenada máxima para tener el valor de p ; cada 


segmento de la línea de acción de una A comprendido entre la 
elástica y su base 1' 2' da a qp y el producto, A X « qp es -t- v < A) . 
Si además de acciones ilnitas concentradas en un punto hay car- 
gas repartidas á razón de c kilogramos por metro lineal, basta 
observar que subdividida el área representativa de la carga total 
que afecte â la extensión e[cx e ), en n partes iguales, á cada una, 

— í— x ce, supuesta concentrada en su centro de gravedad corres- 


ponderían ordenadas a', a" af n \ cuyas sumas de productos 

dan 


El quebrado representa la ordenada media de las n conside- 
radas. Llevando n al limite, la ordenada media exacta es 


es decir, la relación dei área segregada entre la elástica, su base 
, y las verticales extremas de la zona cargada á la longitud e de 
esta zona. Resulta: 


Si la carga unitaria, c, no es constante, sino variable, 
c = <p (x), el razonamiento subsiste pero aplicado á la media 


de las ordenadas de una curva auxiliar formada por los produc- 
tos (c x a) correspondientes á una misma vertical y resulta en- 
tonces: 


% 




a' + a" 4- + 

= ce X 


ii 




ade 


O 


cV + c / V , + 



n 
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Estas ordenadas v ( ce ) correspondeu al centro de gravedad dei 
área (ce). 

Recordemos que la variabilidad dei momento de inércia es 
fácil de tener en cuenta; cuando existe sigue generalmente una 
ley / = / 0 x. + (co), y siempre se puede integrar la ecuación dife- 
rencial , que define las curvas funiculares, 



Graficamente es fácil también construir el funicular con dis- 
tancias polares variables A que guarden siempre una misma re- 
lación con el producto EL correspondiente como promedio á cada 
trozo: la escala de las deformaciones resultantes será una sola 


. / ^ 

igual siempre á 1 por I 



por la escala dei dibujo, 1. 


Aunque estrictamente basta lo dicho respecto al cálculo de 
una reacción indeterminada para poder resolver problemas de 
indeterminación múltiple, desarrollaremos un caso bastante 
complejo que familiarice al lector con el empleo dei método. 


B^jemplo déeimoquin^o. 

Sea (fig. 29 a), un pórtico de pilares múltiples, de alturas 
Pi Pi Pv etc., <I ue sostienen una cubierta recta, quebrada, ó cur- 
va, 1 2 3 4, de ecuación, ó ecuaciones por trozos, conocidas: 

(y) = f(x) ; ( 2 /) 3 = ? 1) ; ( V ) = * (ã), etc. 

1 2 3 

Por las condiciones prácticas que en obras de esta clase con- 
curren, al mismo tiempo que para simplificar el problema, de 
otro modo formidablemente complicado, admitamos que las sus- 
tentaciones de los pilares sobre el suelo, así como las de la cu- 
bierta sobre los pilares intermédios son articulaciones. El error 
que esto implica es, en general, desfavorable, es decir, conduce 
á exagerar las dimensiones de la obra, cuyo trabajo se alivia por 
efecto de la rigidez de las uniones. 

Consideremos el sistema como un pórtico sencillo 0 1 2 3 4 5 
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articulado en el extremo 5 y con un apoyo móvil en 0 y some- 
tido, aparte delas causas exteriores, á las tres fuerzas de enlace 



incógnitas que le hacen trabajar como á sus verdaderas susten- 
taciones corresponde. Esas tres causas indeterminadas son: la re- 
acción horizontal E de la articulación izquierda y las verticales 
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V V., de los pilares intermédios: las contaremos positivamente 
en los sentidos indicados en la ílgurã 

En el sistema, hecho isostático al suponer un apoyo móvil 
en 0 (*), una serie de pesos P k a distancias i k dei origen dan una 
reacción ascendente en 0: 


— v 0 


k ) 

X P 


y un momento flector 


-f- V 0 x iP (x % ) 

Si además obran acclones horizontales F á alturas f sobre la' 
articulación 5 se produce en 1 otra reacción vertical descen- 
dente 

I yl s 

T V 0 — ' vy/ 


yotro momento 


_ y f 0 x — * F(y—f) 


Designaremos siempre por 31c el momento- isostático com- 
pleto: 

91c = -f- VqOJ — V 1 o X — 2 a7 P (x — i) — F (y — f) 


El momento flector real, en el sistema completo, es, 11a- 
mando í y d las distancias izquierda y derecha de los apoyos in- 
termédios á los puntos 0 y 5, cada una con el subíndice corres- 
pondiente: 

M~ = 9 M — Hy 

0 

M° = 91c — Hy -+- y„ [x - L) — Y a X= 

2 X/ 

~ L — X 
= 91C — Hy — Vj - #, 

3 L — x L — x . 

M_ = 91C — Hy—V 2 L — E 3 * 3 


(*) Está representado, como ya expusimos, por una biela, y sólo puede 
desarrollar reacciones verticales. La fuerza de enlace + H es, respecto al sis- 
tema hecho isostático, una causa exterior cuyo efecto lo identifica con el sis- 
tema real hiper estático. 
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Es decir, que al momento isostático hay que sumarie los 
dei mismo género y signo contrario producidos por las indeter- 
minadas H , V 2 , V 8 . 

Procedamos, como en el ejemplo anterior, dando á H un va- 
lor ( — 1) que producirá eL momento expresado en general por 

- (— 1) X y = + 1 • y = (M ) o 

y representado precisamente por las ordenadas y de la cubierta. 
El área (0), envuelta por el contorno de la misma 0' 1' 2' 3'.4' 5' 
(hg. 29 b), es la de cargas (M) 0 x dx, cuyo funicular nos da las 

deformaciones descendentes H- 1 , prodúcidas en el punto cual- 
quiera h por ( — 1) actuante en 0. Como esta deformación y to- 
das las sucesivas homólogas han de corresponder siempre á un 
valor ( — 1), prescindiremos dei índice, escribiendo sencilllamen- 
te S k0 . 

En la representación gráfica consignaremos solamente los va- 
lores absolutos de las los signos que en cada caso correspondan 
los pondremos entonces de maniüesto. 

Observemos que donde hay un elemento vertical de cubierta, 
como 0 1, el momento (-t- 1 • y) tiene, para la misma abscisa 
cero, los valores sucesivos representados por el área triangular, 
horizontalmente rayada. 

En el elemento 0 1 obra, por tanto, como una fuerza concen- 
trada, el total y x y, suma de los productos Mãy. En el 

cálculo ó construcción de la elástica intervienen, además de las 
cargas Mdx, repartidas según la ley iif, esas cargas aisladas en 0, 
en 2 y en 5. 

Del mismo modo á un valor ( — 1) atribuído á Y 2 corres- 
ponde 

M, = — (— í ) ■ h = + 1 • y* 

llamando y 2 (fig. 29 c) á la ordenada dei área triangular 0" 2" 5", 
determinada por la magnitud 


Xj — ía dj 

+ 1 x í 2 = H- 1 x — h 
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en la vertical de Y a , donde x = i 2 . A este área de cargas (II) co- 
rresponde el funicular relativo á las deformaciones ascendentes 
— ^k 2 producidas en el punto h por ( — 1) actuante en 2. 

Y de un modo idêntico á un valor ( — 1) de Y a corresponde: 


representado por el área triangular 0'" 3'" 5''' (fig. 29 d) de- 
terminada por el segmento 


en la vertical de V 3 , para a? = ? 3 . El árèa (III) produce el funicu- 
lar de las deformaciones ascendentes — ^k3 originadas en h por 
( — 1) actuante en 3. 

Si todos esos funiculares están trazados con una distancia 

polar ó serie de distancias polares variables, iguales á — de los 

valores de EI que á cada trozo correspondan, todas las 8 son n 
veces mayores que lo que en la escala lineal dei dibujo debieran 
ser para representar los valores reales. 

Supongamos, por claridad, reducidas las causas exteriores á 
un peso (-1-1) en el punto h. A uno P k veces mayor le corres- 
ponderá lo que resulte multiplicado por P k . Y á una serie de pe- 
sos p k Pi P m la suma de productos obtenida permutando el 

subíndice k por los demás que baya. 

Bajo esa acción (-H 1) en fe, se producen los siguientes reco- 
rridos: 

En 0 uno dirigido en el sentido de H = ( — 1)» negativo, por 
tamo, é igual á — S ok ó, según el teorema de Maxwell, á (— *m). 

Eu 2, otro dirigido en sentido contrario al de Y, (— 1), po- 
sitivo, por tanto, ^ 2 t> ig ua ^ en va l° r absoluto, aunque de 
signo contrario á — 5 k2 ; su valor es ( -t- 5 k 2 )- 

En 3 otro completamente homólogo dei anterior, 4- Sgk» 
valorado por (-4-8 k3 ). 

Todos estos l los podemos medir directamente: son los seg- 
mentos de la vertical ft, recortados por las elásticas (0) (2) y (3). 
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Si £ é I son constantes ó se pueclen aproximadamente susti- 
tnir por promedios S r é /' y si los ângulos a no alcanzan grau 
valor y se puede tomar 1 ó im número muy próximo á 1 como 
valor medio de su coseno y confundir dl con dx\ 




1 2 
~2 y x ydx = —j^r X a n 


Éâmando & el área 012345 Oy») lá altura de su centro de gra- 
vedad (íig. 29 b). 



X L 


i 2 ^ 1 

h o = 


Guando, como en la figura supuesta, hay áreas triangulares, 
producidas por elementos verticales como 01, dl es, en esos trozos 
en que x permanece constante, igual á dy. Hay que agregar á los 
términos anteriores los homólogos, relativos á cada triângulo. 



yxydy^ — xa^ 


_ 2 _ (Ay)» 

El' X 3 


Si, como corresponde á la figura, las expresiones son muy 
complicadas, las integrales se pueden valuar graficamente. Se 

conoce por fin s fí0 = n x h 

o 

Calculadas ó medidas todas las s, conocemos las expresiones 
de los recorridos totales de iZ, V a , V 3 , que igualados á los valores 
que la caliáad de las sustentaciones permita (recorridos nulos, 
ó expresables en íunción de H, V 2 , V 3 , ó de las variaciones de 
temperatura), dan otras tantas ecuaciones. Tenemos en resu- 
men, recordando que las 5 están amplificadas n veces y llaman- 
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Para no complicar' la exposición hemos dejado á un lado las 
íuerzas horizontales. Estas producen en el sistema isostático la 
reacción descendente -t- v\, que no origina deformación, y, 
trasladadas al nivel de H, mediante los pares Fy i dan, en el 
lado 0 1: 

Un empuje total (if-f- 2F), que sustituirá como multiplica- 
dor de 5 0(l á H\ 

Un momento 2 Fy { concentrado en el elemento 0 i, que se 
agregará al representado por el triângulo y que entrará en la 
determinación de la elástica (0). 

En el lado parcial 2 2, trasladadas á la articulación con el 
pilar, darán otro momento concentrado, que se agregará al 
triângulo, más un empuje secundário, H v cuyo valor, perfecta- 

mente determinado, 2 ' F es el de una causa exterior que obra á 

la altura a sobre el primário H. Desde 2 en adelante habrá que 
tener en cuenta el momento E 2 (y — a ). Esto nos obligará á cons- 
truir ]a elástica especial correspondiente á la superfície de car- 
ga de ordenadas ( y—a ), que utilizaremos como las otras para 
determinar los segmentos relativos á P, V 2 y V z . Pero además 
tendremos que calcular directamente la deíormación horizontal 
5 2 h homóloga de$ 00 . En suma, las ecuaciones quedarán susti- 
tuídas, indicando con eL subíndice h la nueva elástica, homóloga 
de la (0), por las siguientes: 

4 ~nxh =. — £ Pk (^ko 4~ £kh) 4- {E-\- F) x 3 00 -1- F) x £211 \ 


— 71 XV s = Pk Ôk3 — (#4- §3h— F 2 x S 23 — V- X 5-3 


4- F 2 (^20 4~ ^2k) 4- F 3 (Ò 30 4- %3h) 3k | 

— 7ixv^— 4-2 Pk £k2 {E-P 2* F) 5 â 0 5T Px 52h F 2 x $ 22 F- x j 


( 63 ) 
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Aplicación á Sos enlramados. 


Los teoremas y métodos relativos á los trabajos virtual y real 
se encuentran , casi siempre, expuestos y razonados relativamente 
á los sistemas reticulares ó entramados con articulaciones; y, 
por extensión, se generalizan después aplicándolos á las piezas 
prismáticas formadas por infmidad de fibras elementales. 

Enemigos de lo que, si no eu el fondo, en la forma parece 
dar cierto carácter de particularidad á principios tan hermosos 
como fecundos, y, sobre todo, tan absolutamente generales, clen 
tro siempre dei período de elasticidad perfecta , liemos invertido el 
orden de exposición. 

Descender ahora de lo general, el sólido elástico, integral de 
las fibras infinitesimales, á lo particular, el entramado, suma de 
unascuantas barras finitas, es facilísimo. 

Recordemos previameute que un sistema compuesto por ba- 
jras unidas mediante articulaciones que se supoíien sin rozamien- 
to alguno , puede ser, por su constitución geométrica: deformable, 
rígido ó estrictamente indeformable y superabundante. 

Si v es el número de nudos ó articulaciones y p el de barras, 
un sistema plano, á los que limitaremos el estúdio, es: 

deformable si 


rígido si 


superabundante si 



( 64 ) 
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Por sus condiciones mecânicas, un sistema está sometido á un 
cierto número de acciones, fuerzas en algunos nudos, y en otros, 
á otro cierto número de reacciones totales, apriori desconocidas.' 
Estas reacciones totales sólo pueden ser, tratándose de nudos ó 
puntos y no de secciones, de dos géneros: procedentes de un apo- 
yo móvil, que, como sabemos, implica una sola reacción elemen- 
tal (H ó V) ú originadas por una articulación, que equivale á dos 
reacciones (H y V). 

Si las sustentaciones son S apoyos dilatables y a articulacio- 
nes, bay un número total de reacciones elementales 

p = ò + 2 a 

Un sistema que no sea superabundante forma un conjunto 
isostático, cuando 

2 y = p -H o (65) 

Si se cumple (65), conocidas las acciones se pueden calcular 
simplemente por la Estática las p reacciones elementales H y V 
y las P fuerzas B que comprimen ó estiran las barras. 

Cuando 

2v<P + p (66) 

el sistema es hiperestático, ó indeterminado dei orden ó número 
de veces: 

* =+ + p — 2 v (67) 

Así, por ejemplo, la estructura más sencilla, un arco de tres 
articulaciones, es geométricamente deformable porque 

p< 2y — 3 

2 < (2 • 3 — 3 = 3) 

pero si cada nudo inferior está sustentado por una articulación, 
el número p es 2 x 2. y p + & = 6 = y, en efecto, el con- 
junto es isostático. 

Si se le agrega una tercera barra, un tirante entre las dos 
sustentaciones articuladas, el sistema se hace hiperestático, 
3 + 2*2 — 2*3 = 1 vez indeterminado. Para que vuelva á ser 
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isostático precisa rebajar p á 3, convirtiendo una de las susten- 
taciones en apoyo de dilataciórj. 

La indeterminación hiperesfcática puede afectar, según los 
casos, á las reacciones elementales, á las barras ó á unas y á 
otras. 

Desde luego, siempre que en un sistema plano resulta p > 3, 
hay, respecto á las reacciones por sí solas, indeterminación dei 
orden (p — 3). 

La indeterminación total dei conjunto de reacciones y barras 
puede aminorar y hasta hacerse nula si £ <; 2 v — 3. Caiando el 
número 2v — 3 — /3, que, supuesto lo anterior, es positivo, 
iguale á p — 3 : 

2v— 3 — P = p— 3 ; 2 v — p — p = í = 0; 

y el conjunto es isostático. 

Si 3 > 2 v — 3, hay una indeterminación, relativa á las ba- 
rras, dei orden 2 v — 3 — que no puede ser disminuíâa por la 
forma de las hustentaciones, y la total dei conjunto es: 

* . = (p — 3) -4- (2 v — 3 — p) = p + 2 » — p — 6 (68) 

Por último, uüa e4ructura compuesta , formada por i en tra- 
mados, cada uno de los cuales posee por sí solo, por lo menos, 
una sustentación, es isostâtica cuando el total de reacciones ele- 
mentales de todo el conjunto, 2 p satisface á 


é hiperestática dei orden total (2 p — s — 2) si éste es > 0. 

Si afglino de los entramados es deformable, se rebajará la 
indeterminación total. Si, por lo contrario, alguno es superabun- 
dante, el conjunto tendrá la indeterminación (2 p — s — 2), más 
la (2 v — 3 — £) relativa á las barras de aquel entramado. 

Hemos recordado todo lo anterior (sin creer necesario consig- 
nar la demostración que puede verse en cualquier tratado gene- 
ral), sencillamenté como medio de conocer a priori el número de 
indeterminadas que en cualquier problema puede existir, núme- 
ro que es el de variables independientes con que hemos de 
contar. 


p = 3 — |— £ — 1 =■? + 2- (69) 
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Con.ji derem os un en tramado * veces indeterminado: lo for- 
man s barras, cuyas compresiones, ó tensiones, que aliora son 
las únicas fuerzas elásticas, 11 amadas <t> en la primera parte de 
este estúdio, designaremos en lo sücesivo por B. Las longitudes 
serán &, y los recorridos elásticos <p estarán expresados por 


B, b, s b se referi rán á cada barra, de número de orden ft, por 
el subíndice k. 

Entre todas esas fuerzas elásticas B hay N, número menor, 
ó, á lo sumo, igual á /, que son indeterminadas, á las que 11a- 
maremos Y. 

De las p reacciones elementales R, desarrolladas en las sus- 
tentaciones, 3 son conocidas por la Estática y p — 3 = n, nú- 
mero á lo sumo igual, ó menor que *, indeterminadas, que, como 
las otras, designaremos también por Y. Siempre tend remos 


Como ya liemos visto, un sistema hiperedático equivale exac- 
tamente á uno isostático, en el que ciertas fuerzas exteriores sus- 
tituyen á las reacciones indeterminadas ó fuerzas de enlace. Si 
por el momento, dejando obrar las causas exteriores 2 A, supri- 
mimos las ri — % — 3 reacciones indeterminadas, las restantes 
serán calculables por la Estática y las llamaremos R° . De un 
modo análogo, un entramado superabundante es idêntico á 
uno rígido, en el que á cada barra en exceso se sustituyen dos 
fuerzas exteriores iguales á la B que á aquella barra corresponde 
y aplicadas en sentidos inversos, una á cada uno de sus extremos. 
Se modifica, claro es, la distribución y valores de todas las B , 
pero sin alterar su resultante, puesto que las resultantes de esas 
fuerzas exteriores, sustitutivas de las barras suprimidas, son 
identicamente nulas. Es lo mismo que ya liemos visto en el mé- 
todo de Müller Breslau respecto al sistema de fuerzas 


Así pues, si en el entramado suprimimos las N fuerzas de las 
barras superabundantes, el sistema rígido calculado por los 



n -f- N = /. 


± X ± Y = 0 -f 0 
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métodos de Ritter, Culmann ó, mejor, Maxwell (*), nos dará las 
íuerzas B°, producidas solamente por las causas 2 A. 

Dentro dei período de elasticidad perfecta, por la exacta su- 
perposición de los eíéctos, cada indeterminada de valor y, que 
aisladamente consideremos, nos dará análogamente en el sis- 
tema rígido, sustentado isostáticamente, reacciones elementales 

li' x Y ' , R" x Y" y íuerzas elásticas B' x Y' x Y" .. . . 

En el conjunto hiperestático y superabundante, una reacción 
cualquiera, suma de todas las parciales, será de la forma 


R = R* H— R 1 Y 1 ' R" Y" 

y analogamente una fuerza elástica 


.rWyM ( 71 ) 


B = B° -f- B' Y 1 B" Y" -h 


Rd) yd) (72) 


R 1 , R" son las reacciones elementales producidas por las 

indeterminadas respectivas de valor unidad; B' , B" las íuer- 

zas elásticas análogamente originadas. Y más en general, unas y 
otras son las derivadas parciales de R ó de B, respecto al valor de 
la indeterminada dei mismo índice; 




dR 


dl '< k > 


' bM = 


dB 


dY^ k) 


( 73 ) 


Recordemos que á cada una de las ü barras ó de las p reac- 
cioues corresponde un subíndice igual á su número de orden y 
que debe ser también el mismo para las derivadas parciales 
B° B 1 Rd)j r' .Rio correlativas con la barra ó re- 

acción. 

Formemos la expresión dei trabajo elástico gradualmente 
desarrollado, sin prejuzgar nada respecto á los recorridos r de las 
reacciones R. 


T 1 1 

ST = — 2 Aa - — 


Rr= — 2BX&b 


( 74 ) 


Recordemos nuestra demostración dei teorema de Castiglia- 
no: cualquiera que sea el trabajo de las reacciones, — 2 Rr, la 

4» 


(*) Fué Maxwell, ocko anos antes que Oemona, quien primero utilizó las 
figuras recíprocas en el cálculo de los sistemas indeformables. 


10 
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derivada parcial de cT respecto á una causa mide el recorrido de 
esta. 


d$ 

<tr (kl 


= 2/« 


Sustituyendo en (74) el valor de a 6, ei trabajo elástico des- 
arrollado por el sistema de acciones graduales 2 A es: 


Bb 


B°b 


$U)— 2 2SX es 2 1 2 ES 


y el recorrido de la causa í’ (k ': 


dY^' 


dYp> 


ES 


ES 


(75) 


suma que debe extenderse á todas las barras dei entramado, va- 
riando los subíndices de B^ k \ B, &, <S, desde 1 hasta p. 

Una variación lineal, a, constante para todas las barras, ó 
distinta para cada una, origina un trabajo elástico 




El factor -r - afecta al recorrido a b que gradualmente se 
desarrolla bajo la acciónde B (X ) y al mismo tiempo que ella, 
pero no al recorrido ?.Z> independiente de la misma. 

El recorrido debido á las variaciones es: 


d$ 


w 


dY 


m 


w , 

= y (X) = 2 


dB w 


dY 


00 


X 


Bb 

ES 


dB 


+ 2 


(*) 


dY 


(k) 


XX& (76) 


suma extendida á todas las barras variando los subíndices de 
B^b y si es variable, desde 1 hasta P. 

Si, como siempre, el recorrido es ó nulo, ó expresable en 
función de la indeterminada á que corresponde las expresiones 
(75) ó (76) nos darán tantas ecuaciones como incógnitas. 

Llamando & k y S k la longitud y sección de la barra su- 
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perabundante á que corresponde la fuerza Y k ó dei soporte sobre 
el cual gravita esa reacción, son dichas ecuaciones de las formas: 

2/W = 0 (77) 

y 0 0=y kX -A_ (77 ') 

Las derivadas parciales B [k > son, como siempre, los valores 
que toma la tensión ó compresión en cada barra cuando en Jos 
extremos.de la superabundante de índice (k) se bacen actuar en 
opuestos sentidos dos fuerzas iguales á la unidad y se bacen nulas 
todas las demás acciones é indeterminadas, es decir: 

(*£ = o + o 4- -f- (£§§ x i)-fo-f -no 

En realidad la derivada no es 2?( k > sino (£00 X 1) como ya hi- 
cimos notar: si prescindimos de la unidad es por abreviar. Pero 
la existência de ese factor uno demuestra que es indiferente que 
los sentidos de las dos fuerzas unidad converjan ó diverjan: el 
signo de (B) k , fuerza en B proãucida por 1 actuante en k, será 
siempre el mismo, por efecto dei signo propio dei multiplicador 
unidad. Cónviene, sin embargo, adoptar siempre un signo fijo 
para la fuerza unidad; y como contamos positivamente las dila- 
taciones, aplicar las fuerzas -f- 1 en los sentidos en que la barra 
superabundante actúa sobre los nudos que la limitan cuando está 
atirantada y conservar á la derivada B^\ el signo de (£)* , posi- 
tivo si es una tensión y viceversa. 

Generalmente será más fácil que calcular, construir los va- 
lores de todas las £00 por medio de tantas figuras recíprocas ó 
polígonos de Maxwell, como indeterminadas Y existan. 

Otro poligono análogo relativo al sistema hecho rígido é isos- 
tático, por supresión de todas las F, nos dará los valores B° , ori- 
ginados en el equilíbrio bajo las causas 2 a. 

Gonocidos sus valores numéricos formaremos las & expresio- 
nes (72) de los polinomios B v B 2 

Gomo E es, generalmente, uno mismo, y muchas barras sue- 
len tener igual sección, facilita mucho las operaciones escribir en 
lugar de (75) 

g 

ES a X j/W = 2 B k ) XBbX — (75') 

O 
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tomando para la sección arbitraria, S A , la que sea común á ma- 
yor número de barras. Haciendo — = J '> formaremos todo» 
los productos de la forma: 

(brTí' k) ) X 1J = (brlfiV) X 

x jjj» _|_ B i y’ ■+■!)" Y"-b + B° c) y,k) + + - Bi)y «l < 78 > 

en los que t>, r, bM, D, recibirán sucesivamente los submdices 
] ; 2 P La suma de esos p polinomios será una de las ecua- 

ciones (77). Otras análogas obtenidas variando el índice k de la 
derivada parcial desde 1 hasta i, completarán el sistema de i, 
ecuaciones que definan las i indeterminadas Y. 

Iíay en resumen que hacer: (t+ 1) polígonos de Maxwell, 
que dan (i -f- 1 ) X % valores de B' k ; (tX») productos parciales 
jjpL) ijtb yd) para cada subíndice ó un total de *' X P ; p X * sumas 
de esos productos, multiplicada cada una por el producto par- 
cial br que entre los P dei mismo género le corresponda; en total 
f p _|_ i p * operaciones preparatórias, aparte de las auxiliares, 
para obtener r, br y ES h y k , Para resolver las i ecuaciones hay 
que calcular i + 1 determinantes dei grado i, lo que requiere 
otra buena cantidad de operaciones. 

El procedimiento, como se ve, resulta laborioso, no por el 
método, sino por la índole de los sistemas reticulares, en 1 oí> 
que se debe huir de la superabundância, sea en barras, sea en 
reacciones, para llegar á entramados estiictamente indeioima- 
bles y sustentaciones isostáticas. 

Ejemg>lo clccimosexto. 

El entramado simétrico 123 789 3' 2' 1' (lig. 30 a) 

consta de p = 16 barras unidas por v = 9 nudos: hay una su- 
perabundante (2 x 9 — 3 = 15) que. es el tirante 9. Sustentado 
el sistema en dos articul aciones (p = 4), hay una reacción inde- 
terminada. El conjunto tiene una indeterminación doble (07) 

/ = /s + p — 2 v = 164-4 — 18 = 2 

Suprimiendo el tirante 9, » no varia, 3 baja á 1 5, el entrama- 
do resulta rígido é i se reduce á 1. Si además la sustentación iz— 
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quierda s^ convierte en un apoyo dilatable, p baja á 3 y el siste- 
ma rígido, isostáticamente sustentado, no presenta indetermina- 
ción alguna. 

Si suprimiéramos las cuatro barras centrales y el nudo en 
que convergen, js' = 12; v\ = 8 y el entramado, geométricamen- 
te deformable (12 <2x8 — 3), constituiría un conjunto tam- 
bién deformable si estuviera isostáticamente soportado. Susten- 
tado por dos articulaciones, el trapecio central se hace rígido: su 
deformación es incòmpatible con la simultaneidad de los giros 
alrededor de aquéllas y el conjunto es isostático, perfectamente 
determinado. 


Fig*. 30. 

Yolviendo al sistema, tal como aparece en la figura, la su- 
presión dei tirante 9 y dei empuje ó reacción horizontal H de la 
sustentación izquierda, lo hacen isostático. Un primer polígono 
de Maxwell (hg. 30 b), da las íuerzas totales en las barras, 
bajo la acción de los cuatro pesos de 5 toneladas cada uno. 

Aplicada al nudo (1-2) H = 1 tonelada, considerada positiva 
en ese sentido, el equilibrio, que implica necesariamente una 
reacción igual y contraria en la articulación derecha, da en oiro 
Maxwell (hg. 30, c) — que por claridad está en escala diez veces 
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mayor que (b) — , las derivadas B' correspondientes á la indeter- 
minada Y 1 = 3. 

Úna tensión de una tonelada eu el tirante 9 equivale á las 
dos fuerzas ± 1 en sus extremos (üg. 30 a), que son las reaccio- 
nes ejercidas por el tirante sobre el entramado. La ecuación de 
momentos alrededor dei nudo (2-9) da las componentes fe V, de 
la reacción total que allí se desarrolla en el conjunto simé- 
trico (*) 

1 1 

+ V, X 1 — H i X — = o ; E, = — 1 ton. ; V, = — — ton. 

En el diagrama (flg. 30 d), en escala doble que en (c) y veinte 
veces mayor que en (b) resultan las derivadas is" correlativas 
con Y", tensión incógnita dei tirante. 

En los tres diagramas figuran con líneas gruesas las compre- 
siones ó B negativas. 

En el cuadro que sigue reunimos todos los elementos: 
B\B* ,B n derivadas parciales; &, longitudes; S, secciones (en cm 2 ); 

Çt 

r = relaciones para cada lado; brB' y ~brB J 1 , multiplicado- 
S 

res totales de la expresión de B en (77). 


Número 

de 

orden. 

B° 

B' 

B " 

6 

S 

ál 10 

!. 

bXrXB ' 

bXrXB" 

1 

— 17,500 

+ 1,000 

-0,133 

5,00 

40 

i 

+ 5,000 

— 0,666 

2 

+ 10,000 

-1,750 

+ 1,225 

5,00 

20 

2 

-17,500 

+ 12,250 

3 

+ 4,500 

-0,500 

+0,0S3 

2,50 

10 

4 

- 5,000 

+ 0,833 

4 

-13,750 

+ 1,000 

— 0,133 

5,00 

40 

1 

+ 5,000 

- 0,666 

5 

— 3,333 

+0,250 

+ 0,750 

5,00 

20 

2 

+ 2,500 

+ 7,500 

G 

+ 14,000 

-2,100 

-0,280 

5,33 

20 

2 

— 22,400 

- 3,000 

7 

+ 6,666 

-1,000 

-0,866 

3,66 

10 

4 

-13,666 

-12,700 

8 

-18,333 

+ 1,666 

+0,866 

5,00 

40 

1 

( + 8,333 

) + 4,166 
1 

+ 4,333 

+ 2,166 


Como la estructura, simétrica, está simétricamente cargada, 
basta considerar la mitad, es decir, las barras 1 á 7 y la mitacl 


(*) Las dimensiones ó inclinaciones de los lados las liemos eseogido de 
modo que, en general, resulten valores y relaeiones nray sencillas. 
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dela 8, cuyos multiplicadores aparecen por duplicado con los 
valores totales y mitades. La suma de polinomios 


+ 5,000 — 17,500 -+- 1,000 Y ' — 0,133 Y" + 


+ 4,166 — 18,333 + 1,666 Y f + 0,866 Y lf 


igualada á la mitacl dei producto ES d X y r , si la distancia entre 
sustentaciones puede variar en total 2 y\ que, en general, será 
cero, da la primera ecuación, y la segunda procede de la suma 
homóloga: 


— 0,666 — 17,500 + 1,000 Y l — 0,133 Y" + 


+ 2,166 — 18,133 + 1,666 y* + 0,866 Y r 


I 


igualada á la mitad de ES & X y". 

y " , recorrido dei extremo (2-6) dei tirante 9 es la mitad de 
su variación total de longitud; por tanto: 

1 l - 

Y 


i 

Y 


— ES*y" = — ES fl X — Y n l a Y" 


E n* 


1 

4 ' ' 9 


Si juntamente hubiera una serie de variaciones lineales 

x i = £í 1 ; \ 2 = St 2 anadiríamos en las dos ecuaciones (I) 

Y (II): 

A los primeros miembros las sumas respectivas: 


B 1 { X â & 2 + ~ B 1 ^ V&, X ES* (I) 


j B" l X, &, + B ", X, + H- — B'\ X.-6, j X ES a (II) 

y á los segundos, correlativamente: 

— es Y x' L 1 si la distancia entre sustentaciones, L ' , está 

O a 9 


2 ~~ a 2 
sujeta á una variación X'; (I) 
1 1 


— ES x — x 8 i g9 si el tirante de largo l a sufre x y (II) 

ft £ 


Si las cargas no fueran simétricas, seria menester construir 
B° B 1 B n para las 15 barras 1 2 7 8 7' 2' 1', y todas las 
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operaciones se complicarían más aún. La iuvestigación cie los 
máximos eíectos de un trèn cie íuerzas móvil á lo largo dei arco 
seria prácticamente inabordable, no por causa dei método, re- 
petimos, sino por la naturaleza de los sistemas articulados. Todo 
lo que prácticamente se puede admitir en ellos es la indetermi- 
nación de primer grado, correspondiente á los arcos en celosía 
articulados en los arranques. La superabundância complica, tan 
extraordinária como inútilmente, los sistemas. 

El arco en celosía, empotrado en los arranques, con triple in- 
determinación hiperestática, se puede y se debe tratar por el 
procedi miento ya expuesto de Müller Breslau, períéctamente 
aplicable sin más que sustituir, por sumas finitas, las integrales 
de áreas de momentos y de momentos estáticos de las mismás. 
Las tres indeterminadas X Y z , directamente calculables para 
cada una de las íuerzas exteriores, dan todos los elementos de 
las líneas de iníluencia con las que, íácilmente, se computa el 
eíécto de un tren de íuerzas y se investigan los máximos posiMes 
de momentos y esíuerzos cortantes. Y por los métodos de Cul- 
maun ó de Ritter, de esos máximos se declucen los de los esíuer- 
zos en cada barra. 
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Aplicacióu á las lincas de influencia. 


Conociclo es este poderoso medio de cálculo, por fortuna bas- 
tante difundido, aunque nunca tanto como debiera. Lo que re- 
sulta casi ignorado es su origen, pura y exclusivamente debido á 
la única verdadera fuente, al principio dei Arabajo elástico, dei 
que Mohr lo derivó en 1868, para aplicarlo poco después al cálcu- 
lo de reacciones indeterminadas y de fuerzas superabundantes. 

La base fundamental de las líneas de influencia es la recipro- 
cidad de las deformaciones, ó teorema de Maxwell, que ya hemos 
visto con qué facilidad se deduce de los teoremas dei trabajo. 

La deformación total en un punto jo debida á un tren de íúer- 

zas, de valores A l A 2 A n , aplicadas á los puntos 1 , 2, n, 

es, según la expresión general (12), prescindiendo dei factoruni- 
dad, es decir, pasando de la igualdad entre trabajos á la igual- 
dad entre recorridos total y parciales: 


a 


p (1 2 3 ... n) 


= fl p 1 XA i + «p 2 XA 1 + 


4- a X A 

1 pn ü 


y como, según el teorema de Maxwell, 


i i 

a = a 
pq qp 


podemos, permutando el orden de todos los subíndices, escribir: 


_ . = ci X A -f- a .XL + 

(12 3..... n)p lp 1 2p 2 


+ a XA (79) 

np u 
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Recordemos que prescindir de la unidad equivale á conside- 
rar, no las acciones propiamente dichas, A , sino sus valores nu- 
méricos 

A unidades 
1 unidad 

Todas las deíbrmaciones unitarias a que intervienen en esta 

kp 

expresión son las producidas en los puntos 12 k n por 

la unidad actuante en p, y, como liemos visto en el ejemplo 14.°, 
basta una sola elástica, la relativa á la unidad aplicada en p, 
para obtener todos esos valores, cuyas sumas de productos dan el 
recorrido total a (12 8 n)p 

Nos remitimos á lo ya dicbo en ese ejemplo respecto á la de- 
terminación, analítica ó gráfica, escalas de representación, etc., 
de la elástica producida por la unidad de fuerza. 

Si p es el punto de aplicación de una indeterminada, de valor 
y, (H ó V) su recorrido es la deformación unitaria a pp medida 
en el mismo punto y en la misma elástica, multiplicada por el 
valor de Y. Si dicho recorrido, por las condiciones de la susten- 
tación es nulo, ó una íunción de Y, la ecuación 


a 


(123.. .. n) p 


■a X Y 
PP 


y = 




(80) 


da el valor de Y originado por el tren de lüerzas A i A 2 A n . 

La elástica (p) es la línea de influencia de la indeterminada Y: 
cualquiera que sea la composición y distribución dei tren de 
fuerzas, con aquella línea tendremos siempre el valor correlativo 
de la reacción Y, sin más que medir las ordenadas <Zk P , haqer la 

suma X A ^ y resolver la ecuación (80). 

En el caso más general y es prácticamente nulo y la expre- 
sión se simplifica: 


a, 




(123. ... n| p 


PP 




kp 


( 81 ) 


PP 


expresión independiente de la escala de representación ó de la 
distancia polar de la elástica (p). 
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Reprocluciendo la elástica (p) con ordenadas reducidas, to- 
mando a por unidad, ó ( a. : a = p k ) la línea represen- 

* * n 

tativa de p da por simple suma el valor de Y = — ^ p k . El 
signo, que así resulta manifiesto, corresponde al sentido de Y 
opuesto al de las A. 

Si hay vários apoyos g, r con otras tantas reacciones 

indeterminadas, las elásticas (p) (q) (r) dan para cada posición 

dei tren tantas ecuaciones como incógnitas: 


a p (X 2 ... 

.. a, + a pp X 7!P> + a pq X Z(q> + V X r(r) '+ - 

.. — 0 

a q (X 2 ... 

... n, + «qp X R (P) + « qq x r (ql + v X r ,rl + ... 

.. = 0 

a r(X2.. 

n) + a rp X r<P ' + a rq X 2* ,) + «„ X + ... 

.. — 0 


Reduciendo el tren á una sola fuerza en el punto 1 , de abs- 
cisa i y permutando todos los subíndices: 

a l p + a pp X JÍP> + a qp X 7(q ’ + a rp X r ' r> + — 0 

% q + Sq X 7(P) + a qq X rCq) + Sr X Y* + = 0 

«X r + «pr X T»> + V X + a rr X +.... = 0 


/ 

Los .valores de las a de cada ecuación están dados por la 
elástica correspondiente al segundo subíndice: los que son coefi- 
cientes de las Y sólo dependen de las posiciones de los apoyos 
q , r , y son constantes. Resuelto el sistema, quedanlas ecua- 

ciones de cada indeterminada en iunción de aquellas a constantes 
Y de a, , a, , a, , que son funciones de la única variable inde- 
pendiente, la abscisa i dei punto 1. Así, pues, 

y(p) = f (i) ; y(<l) = cp (i) ; y( r ) = (i) 

son las ecuaciones de las líneas de iníluencia respectivas á cada 
sustentación. 

Claro es que cuando hay más de dos indeterminadas, el 
cálculo se hace laborioso. Pero, repetimos, se alcanza cuanta 


(P) i 

(q) 

(r) 


( 82 ) 
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exactitud es posible conseguir, teniendo en cuenta las variado- 
nes de momento de inércia de la pieza y las desnivelaciones por 
asiento preexistente ó por deformación elástica de los apoyos. 

Ejcinplo clécinioséptimo. 

Terminaremos este estúdio con un ejemplo que podrá ser de 
inmediata utilidad práctica: el cálculo de un puente de arco em- 
potrado (ó articulado), en sus arranques, por medio delas líneas 
de influencia de sus tres (ó una) indeterminadas m, H, V (ó E 
solamente). 

En los arcos bastante ó muy rebajados, en los que la relación 

(f : l) e s igual ó menor que — , la sección y momento de inércia 

6 

son en la práctica ó bien proporcionales á 

dl _ 1 

dx cus x 

inversa dei coseno de la inclinación dei elemento dl sobre la ho- 
rizontal, t (fig. 31), ó bien constantes. 

Adoptaremos la primera forma, que es la más racional: en 
función de los valores en la clave, S G é / C) en un punto cualquie- 
ra tendremos: 


S = S C 


dl 

dx 


cos x 


dl 

l '~ J *~dx~ 


COSX 


(83) 


Guanto mayor es el rebajamiento menor es la diferencia en- 
tre el arco circular, el catenario y el parabólico, más racional y 
usado este último, que es el que adoptaremos, defmiéndolo por 
la ecuación: 


y = ~~jÇ~ x(l — x) (84) 


el 


referida á la cuerda (arco simétrico) y á la normal á ella en 
arranque izquierdo. 

Para un sólo peso P, que actúe en la abscisa i } considerando 
además, en general, una variación de longitud A, uniforme en 
todo el arco, la.expresión general dei recorrido de una reacción 

í > l M dM f* X N dN , dN 

J ST SF d ‘+\ SFSÍ a +\ ^ lái - p ..' 85) 

^ O v o 
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Salvo en el término relativo á la variación X, ha desaparecido 
el elemento dei arco dl, al que reemplaza ãx. Sabido es, por otra 
parte, que la diferencia (dl — ãx) es tanto menor cuanto mayor es 
el rebajamiento y que el error cometido sustituyendo dl por ãx 
es muy pequeno (*). 

Los valores de M, momento flector, y N, íuerza normal en el 
punto de abscisa x , son 

i 

M 

0 

1 

N 

0 

1 

M 

1 

1 

A 

El ánguto t, de la tangente con la cuerda, nulo en la clave, 
alcanza un máximo en los arranques 

B " s r = Í*r)| r 4 t 

Gomo la influencia de r solo interviene en la evaluación dei 
trabajo de N , se comete un error tanto más pequeno cuanto más 
rebajado es el arco y, por otra parte, en general por exceso , su- 
poniendo 

dx 

cos t = — - = 1 ; senr = 0 

dl 

equivalente á confundir dl con ãx. Así se hace siempre, toman- 
do N = — E para todo el arco. Dicho error sólo afecta al térmi- 


(*) Si el arco es de sección constante, se admite la sustitnción de 
dl por dx como aproximación para vahiar los efectos de M, N. De otro modo 
resultan expresiones complicadísimas que difieren de las aproximadas en 
cantidades insignificantes. Los errores relativos así cometidos respecto al 
empuje TI y al empotramiento m son de 0,0180 y 0,0605 para el rebaja- 
í 1 1 

miento ; de 0,0042 y 0,0141 para : = jy completamente des- 

1 

preciables para < — (Belliard, Mémoire sur Pencastrement des ares .Anales 
de Puentes y Calzadas , 1895). 
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= m — Ey -f- Vx 
— — E cos t — v sen t 
.= m — Ey - f- Vx — Px -(- Pi 
== — E cos t — v sen t -(- p sen t 


x de 0 á 


x de i á l 


( 87 ) 
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no en N. En el relativo á \ ya veremos que la evaluación se hace 
exactamente. 

Para la nulidad dei recorrido de m , multiplicando (86) por la 
constante EI C , sustituyendo el valor (84) de y , resulta: 


dM 

dm 


= H-i ; 


dN 


/ 


dm 


- = 0 


(m — Ey -{- Vx) dx 




Px) dx = 0 


Z 2 . (i — i \ 2 

lm-—lfE-h—V- ~ K - o ■ ■ P = 0 (A) 


_ 2 _ 

T 


2 2 

Del mismo modo; para la nulidad dei recorrido de H: 


dM 


dH 


4 / , v dN 

V = — ^ a? (Z — íc) ; = — cos t 


/ 


4 r 

(m — Hy -f- V#) X — — o; (a? — Z) cto -f- 
0 


J ' è 4 /* 

(PZ — Po?) X — — # [x — l) dos -\- 


-f- — í — P7c * í COS t cZZ 

^ o ^ o 


se obtiene, observando que cos r cM = cte: 


2 8 , 1 , , /c 

— Ifm — ifE — — Z a /' F +—IE—Er c \l + 


+ 4-^1 1 + 


/ 4 


= 0 (B) 


(*) Valor exacto, aplicable al término en A. Para el relativo á N se toma 


el valor aproximado 


dN 

dH 


= — 1 . 


f UNDACION 

JUANELO 

TURRIANO 


— 




— 160 - 

Y, íinalinente, resulta de la nulidad dei recorrido xle V : 


(LM 

dV 


■ = H-a? 


/„r 


rfiV 

dV 


= — sen t (*) 


Ey -f- Vx) xdx - 


^ (Pi — Px) xdx — EIq X j 


sen t dl = 0 


Pero como: 


sen t dl = ãy ; ^ dy = j (l — 2 x) dx= 0 


resulta integrando: 


-1 i* m _±i*f B + 


|-! , y-|i , pp-3|+y| = 0 (C) 


Tomemos por unidad la luz l, refiriendo á ella las demás di- 
mensiones, y hagamos: 


El rebajamiento unitário. . . . 

La relación dei radio de giro r = 

El momento de empotramiento por unidad de luz... 
La relación de la abscisa i á la luz, Z 


Vt‘ 


á la luz. — == 


l 


m 


P 


= M 


l 6 


dN 


(*) Yalor exacto, aplicable al efecto de X. Valor aproximado, = 0, 

d V 

para lo tocante á N . 
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Los elementos '•?, p, £ son números abstraeios y las tres ecua- 
cioues simplificadas toman la forma, prescindiendo por aliora dei 
término relativo á X: 

6 x p. — 4 ç xH+ 3 x F=3 pjl— 2| + | 2 J 

10 ? x |a— ( 8 <p*H-15 p s ) x tf+5 <p x F= 5 <p P j 1 - 2 £+2 f — £* j ’ (88) 
3 X(a- 2cp x£Tf2 x V— Pj2 — 3|+{ 3 j ) 

Este sistema se resuelve fácilmente; las ecuaciones I y III dan 
desde luego: 


y=p{ l _3^ + 2Ç 3 ] (v) 


que para P igual á la unidad es la línea de influencia de la reac- 
ción vertical. Se comprueba desde luego que para £ = 0, V = P; 

para g = 1 , V = 0, y para £ = — , V = — P, y siempre V 

tiene el valor correspondiente á la pieza recta empofcrada en sus 
extremos. 

Sustifcuído y en I y II resultan: 


3 p- 


2 <f> tf = 3 P j — í= -j- 2 i= 2 — i= 3 J j 


10 <f> ,j. — (8 f + 15 p*) tf = 5 <p P j — 2 Ç + 3 ? - i= 4 J j 
de las que obtenemos: 

£2 2 £ 5 -I- í 4 

H = P S Ak -17* X 15 ? W 

45 p- + 4 <f- 

y‘-j-4;+18f-24f + l0^j -45 f j |-2f +£ 


(89) 




(m) 


45 o 2 — f— 4 tf- 

Las ecuaciones (li) y (m) son, pára P = 1, las de las líneas 
de influencia dei empuje y dei momento de empotramiento. 

Se comprueba inmediatamente que 

para Ç = 0 9 P"=0,m='0 

para g = 1 , üT = 0 , m = 0 

y que si la parábola degenera en recta (<p = 0), H es nula y m = 

ii 
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l u, es el momento en la sustentación izquierda de la pieza recta 
empotrada 

m = — 5(1 — Ç) 2 XPl = -■ jr i)~ 

La línea (v), de tercei* grado, es puramente geométrica : la re- 
acción vertical sólo depende de 5 = — , y no cambia con el re- 
f 

bajamiento <p = — . 

Las líneas (h) y (m), ambas de cuarto grado, son geométricas 
y elásticas : intervienen no sólo 5 y sino I a característica de ri- 
gidez dei arco 



que aíecta en las ecuaciones íundamentales al único término re 

presentativo dei trabajo de N, — — - IS en là (B). Prescindir de 

éste ó de los términos en p 2 implica un error, inadmisible cuan- 

do <p , pero que decrece rápidamente cuando aumenta <py 
8 

para rebajamientos de á — es pequenísimo. 

En la figura 3 1 están las tres líneas representadas para un 

rebajamiento «p = 0,08 = — y un radio unitário P Convên- 
io, D 

„ 1 1 

cional, que por sencillez liemos supuesto p = X — 

0,0022 

Resulta así el denominador: 

4 b p» _t_ 4 = 0,1 + 4 X 0 , 08 2 = 0,1256 

Los máximos de V y de S corresponden respectivamente á 
£ = 0 y£= 0 , 5 ; el de ,u ó de m depende de p y de <p: en el caso 
supuesto corresponde sensiblemente á £ = 0,30. Sabido es que 
en la viga empotrada: 

<f = 0 ; íi = — Jij — 2 $* + $*( P 

1 4 

el máximo corresponde á 5 == — = 0,333 y vale — = 0,148, 
mi entras que en el arco (<p = 0,08) sólo alcanza 0,125. 
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Tengamos aliora en cuenta la variación de volumen, que 
como no depende de condición geométrica ó posición de la causa, 
no da^ lugar á línea de influencia. El término — El c xi dela 
ecuación (B) conduce, con las mismas simpliflcaciones y para 
P = 0, á 

6 x p. — 4 cp x H-\- 3 x V 

10 cp x p. — (8 -}- 15 p 2 ) x U 4- 5 <p X V 

3 X|x— 2f x R-\-2 xF 

de donde: 


= — 15 EI e X x ( (90) 


V= 0 
H 


45 EI 0 X 


1 

45 p 2 + 4 $5 X l- 


45 EI e X 


30 EI C X i 

= - . <p X — 

45 p- 4 cp- l 


45rr* + 4'/ # 
30 EI C X 
45 r+4P 


(vt) 

(bt) 

f (mt) 



valores que para <p = 0 dan únicamente 



r- 



\ = es c x x 


fuerza normal en la pieza recta cuyos extremos no ceden, coar- 
tando en absoluto la variación lineal x. 

Invitamos al lector á que pase la vista por los cálculos dei 
arco empotrado hecbos por los métodos usuales, bien en las obras 
de Bresse, Bésal, etc., bien en los estúdios especialmente dedica- 
dos al problema en los Anales de Puentes y Calzaãas , por Gollignon 
(1890), Belliard (1893-4), Souleyre (1895), Boulongne (1902), 
Pigeaud (1905-6) y aun en los métodos más modernos de Ritter, 
Weyraucb, etc. Compare los laboriosísimos cálculos allí desarro- 
llados -con el que acabamos de exponer (*) y resaltará ante su 
ânimo la aplastante superioridad dei método dei trabajo elástico 


(*) Hecho por nosotros (en esta forma no lo trata ninguno de los autores 
alemanes ni yanquis que conocemos) en tres horas, repitiendo por separado 
todas las integraciones, para comprobar si habia algiin error numérico ó de 
signo. Castigliano opera de un modo bastante más pesado y no tan general 
como el nuestro. 
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sobre los usual es. Y, sin embargo, el planteo dei problema es 
idêntico: igualar á cero los, para nosotros, recorridos de las reac- 
ciones izquierdas, que para los autores citados son las variaciones 
a x, & y , de las coordenadas y a ô dei ângulo de orientación de 
la sección extrema. Pero de expresar esas variaciones ó recorridos 
en función dei trabajo elástico, derivando la expresión de éste, á 
valorarias por los métodos usuales, la diferencia en íacilidad y en 
tiempo es enorme. 

Résal consigna en sus Puentes metálicos que para calcular el 
célebre de San Luis, resolvieron sus autores para cada combina- 
ción de sobrecargas veintisiete ecuaciones diferenciales simul- 
tâneas!! 

El mismo Résal estudia en su Estabilidad de las construccio- ^ 
nes el arco especial, pórtico , de nuestro ejemplo quinto. Aunque 
desde luego lo simplifica, tomando pilares de igual altura y li- 
mitándose á considerar una sobrecarga uniforme en la viga, no 
necesita menos de trece ecuaciones para plantear uri problema 
que hemos resuelto, para cualquier combinación de sobrecargas 
verticales, liorizontales y para variaciones de volumen, solamen- 
te con tres de aquéllas! ! 

En cuanto á los métodos gráficos, excelentes, á nuestro modo 
dever, como médios de representación ó auxiliares, nada diga- 
mos: aun con los más sencillos, la construcción de cinco funicu- 
lares, los tanteo? respecto á las bases dé reducción, escalas, dis- 
tancias polares, posiciones más convenientes, etc., y el no dar 
con regular exactitud más que lo relativo á fuerzas aisladas, ha- 
cen dichos métodos muy inferiores, por todos conceptos, al des- 
arrollado. El cálculo, ó la construcción, dei recorrido de un ex- 
tremo dei arco, como rotación alrededor dei antipolo de la fuerza 
que lo produce, es, como el método de la elipse central, suma- 
mente penoso. 

Las tres ecuaciones (v), (h), (m), relativas á una fuerza aisla- 
da, sobre darnos las tres líneas de influencia y con ellas deducir 
por simples sumas los valores de V, E , m, producidos por cual- 
quier tren de fuerzas móviles, resuelven el problema para cual- 
quier clase de sobrecarga. 

Haciendo P = cãi —.cVd^ é integrando, resultan las si- 
gui entes expresiones generales, en función de la abscisa unitaria 
Ç, para c = constante. 
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V = r.l X | % - 

cf 


yJxU-f + yÊ' [ 


H = 


45 p“ + 4 


15 


5 ê 3 - £ 4 + 3 


( 92 ) 


cl 


m = - v~ „ , 2 X 

45 p 2 + 4 (f 2 


cf 2 i — 24 * + 6g*— 6g 4 + 2g B — 


- «5 f , !4- , 6 , —r «• + -?«• 


La carga uniforme en toda la luz da, de £ = 0 á ç = 1 y 
haciendo para simplificar la constante 


4 5 p 2 -f* 4 <p 2 = A 


^yxoi 

c 1 . 
x = -x-f 


m 


= ~T X | í s X (0) 45 p 2 x - jTj" j 1 : 


(93) 


Esta expresión de m hace palpable el error que se cometería 
al prescindir dei trabajo de _V, es decir, dei término en p 2 : el pri- 
mero, debido á la flexión, es, como en un arco parabólico preci- 
sa, nulo. 

La misma carga en media luz, de g = 0 á £ = da: 


13 


(94) 


m 


= “T x i ’’ x ( _ Ti) “ 45 p " x (to|Í ! 


Una carga uniforme en la región central, desde £ hasta 
(1 — í), produce 
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El empuje y momento son en este caso relativamente peque- 
nos, por acumularse la mayor parte de la carga en las zonas 
extremas. 

El arco articulado, degeneración dei empotrado cuando por 
las condiciones de sustentación es m de suyo nulo, se obtiene 
sencillísimamente. La única indeterminada es la reacción hori- 
zontal H: la vertical es, como en la pieza recta apoyada, 

v = P l ~ — =P(i — Q 


Sustituído este valor en la derivada dei trabajo elástico res- 
pecto á H, es decir, en la segunda ecuación de las (82) y anula- 
do j u. resulta: 

? - 2 S» t- í 4 


H = 5 P 


8 <f H- 15 p- 


(99) 


Para el empuje debido á la variación x subsiste la misma 
expresión, segunda de las ecuaciones (90), anulado el término 
en m, que da: 


H = 


15 EI 0 l 
8 «j* 2 -|- 15 p~ 


X ^ 


15 EI C l 
15 r- + 8 /- 


(h't) (100) 


De (99), línea de inOuencia dei empuje cuando P — 1, se 
deducen como antes, haciendo P = cãi = cl d£ é integrando, los 
valores de H relativos á sobrecarga constante en toda ó parte de 
la luz, cuya expresión general es: 


H = 


5 cf 


± E > _ A 6 . , ± e 

2 5 4 s + 5 ’ 


8 <f 2 + 15 p 1 

La carga total da, haciendo- para abreviar D = 8 r 


( 101 ) 


15 P 2 : 


H 


j r_ 

D 


( 102 ) 


que, cuando p 2 es despreciable, ó lo que es igual, r muy peque- 
no comparado con í, degenera en la conocida expresión apioxi— 


mada 


cf 
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La carga en media luz produce: 


1 cf 

B = -2~D (1Ü3) 


y, si aíécta á ia región central, desde £ hasta ( 1 — £) : 

|l — 5^+5^ — 2gÍ (104) 

Por último, la carga triangular parabólica correspondiente á 
los tímpanos corridos, origina, procediendo como en el caso ge- 
neral: 


H 


_ c ' f \ 1 

17 

I 4 

Cf 

D } 

21 

1 “ 21 

D 


(105) 


Como se ve, no cabe mayor sencillez en la resolución de pro- 
blemas harto diííciles para los métodos ordinários. 


El caso dei arco de flecha bastante ó muy grande, <f > 


1 


dl 


con sección y momento de inércia proporcionales â sólo di- 

ãx 

íiere dei ya tratado en que se puede prescindir, cometiendo lige- 
rísimo error, dei trabajo de las íuerzas normales N. 

Las tres ecuaciones fundamentales resultan: 


/ 


<IM 

M —— dx H- 0 = ü 

Am 


AM 


{ M dx -f ü = EI C \ l 
J AH 


(106) 


C Aid , n 4 /' / „ 1“ \ 

„ — 4, + 0-W.AX — (r -2—)- 


Senalamos con ceros los términos en N despreciados. JResul- 
tan las mismas ecuaciones (88), salvo desaparecer en la segunda 
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el término en p 2 , que es precisamente el que valúa el efecto de N. 
Las líneas de influencia son, así, las siguientes: 


V=P | 1 — 3É; 2 -I- 2S 3 j (v') j 

3=p — Xl5y (h,) (107) 

■t-JjL-p -4; + 18f-24f + (m ' f) j 

y las reacciones debidas á la variación 


V= 0 


(v ! m 


45 Eh A 


11 = 

X 

4 cp- 


30 Eh A 


*!»■ 

II 

cO 

II- 

<p X 


1 

45 Eh X 

(h't 

r- ~ 

4 r 1 

i 

30 Eh A 

(m't 

i 

4/ 


(108) 


Todo se reduce, por tanto, á prescindir en los denominadores 
de 45 p 2 , dejándolos reducidos á 4 * 2 . En el arco estudiado, con 

rebajàmiento de * ■ el error seria enorme, pues 4 5 p 2 =0,1000 
Ti, 5 

es mucho mayor que 4 ? 2 = 0,0256. Pero en un arco al — 

4 

4 vale 0,2500 y el p 2 , entonces necesario , no tiene ya el valor su- 
1 

puesto, — — — , sino otro mucbisimo menor, porque el momen- 
to de inércia y la sección en la clave Tc, £ c , requeridos respecti- 
vamente por las máximas flexiones y compresiones en la región 
central, decrecen muchísimo para una misma luz al aumentar 
El caso más general dei arco bastante peraltado y por tran - 
quil, ó disimétrico, en que la luz es mayor que la cuerda hori- 
zontal, l , que con la flecha f define la parábola, se estudia con la 
misma facilidad: basta sustituir en los limites de las integral es 
l por la distancia horizontal entre arranques L . 

Las tres ecuaciones iundamentales son: 
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í' h dM . f . 

J dm 

f ,h dM 

J o M lF dx + Q 

/ L dM , i n 

o M 7T ãx + 0 

= ^X4/(y--j 

Conservemos como medida dei rebajamiento 9 = ~ y refira- 
mos á la luz según la horizontal L , las abscisas el momento m 
y la cuerda Z, baciendo: 



Las ecuaciones fundamentales (109) dan, simplificadas y pres- 
cindiendo de lo relativo á x, el sistema: 

6xg)1L -(12-8v)i? X#+3X 7 = 3 P j 1-2X 4 -X 2 | 

(30 -20 v) tp X 9TC - (80 - 120 v+48v 2 ) f X #4- (20- 15 v) cp x 7: 

— 5 <p P j 4 — 3 v — (6 — iv)X42X* vX 4 j 

3 X 91L — (8—6 v)<px 5+2x7= P j 2 — 3X + X 3 j 

Se comprueba inmediatamente que para L = Z, ó sea v = 1, 
el sistema (110) degenera en el (88) ya conocido, relativo al arco 
simétrico, caso particular dei general que ahora tratamos. Sólo 
falta en (110) el término en P 2 relativo á las acciones normales 
despreciadas. 

La resolución algebraica dei sistema no es -aliora tan fácil; 
la reacción vertical no es ya independiente de los elementos ca- 

L 

racterísticos dei arco, sino función de » = — . 

y=pj 1 _ 3 X 2 + 2 X 3 j — 4 (v — 1)5 
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Las expresiones de 9tt, E , serían muy complicadas y no 
ofrecen interés. Aritméticamente, sustituídos los valores de v y 
de <p, la resolución es facilísima y se obtienen las tres líneas de 
influencia y, si se quieren, lo§ valores de 911,, E, V para cual- 
quier sobrecarga constante ó variable, c, en todo ó en parte dei 
arco, dei modo tSn sencillo ya expuesto. 

La influencia de la variación de volumen \ se traduce por el 
sistema siguiente con los mismos primeros miembros (*) (/, 9Tc) 
(77, H) (III, V) de (110). 


(I, 9Tt)= 0 

] 

(II, II) = — 15 E1 C X X — 

( ///, V ) = 24 EI C X (1 — v) X 


(Hl) 


D 


que para v — 1 degenera en el (106), que resuelto, da los valo- 
res (108). 

Por último, el cálculo de la deformación dei arco en un pun- 
to cualquiera, se lleva á cabo con la rapidez y facilidad que ya 
conoce el lector por los ejemplos. Evaluados m, H, V por las su- 
mas de los correspondientes á un tren de fuerzas móviles y á las 
cargas repartidas (tímpanos, -peso muerto, firme ó vía, etc.), el 
momento üector M y la fuerza normal N son conocidos. In- 
troduciendo en ei punto de que se trate una acción unidad, las 
líneas de influencia dan inmediatamente m i , E { , Y 1 , y por 

tanto, M y N 1 que valúan directamente las derivadas parciales 

p p 

— n-, • — — y la expresión de la derivada dei trabajo elástico 
d 1 

total, 


dl 




M X M X ãco -f 




N X N Xfc=J 
P 


( 1 . 12 ) 


es la deformación en el punto p buscada. En el ejemplo undéci- 
mo lo hemos hecho detalladamente, calculando la dilatación dei 
faro según uno de sus diâmetros. 

(*) Primera ecuaeión, derivada respecto á 9ííj ©te., abreviaturas ya usa- 
das en el ejemplo quinto. 
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Finalmente, si con toda la generaliãad y exactitud posibles 
queremos calcular un arco por tranquil de fibra neutra cualquie- 
ra, y = ^ (x), cuyas secciones y momentos de inércia varíen, se- 
gún cualquier ley, todo se reduce á evaluar las integrales com— 

prendidas en el desarrollo de la ecuación fundamental (85) que 

0 

son: 


Dividido el arco en trozos a i , dentro de los cuales las varia- 
ciones de I, S, x, y, r, no sean bruscas y adoptando para cada 
uno de aquellos los valores médios I 1 , S 1 , x' , y' , r' [x\ é y 1 co- 
rresponderán á la sección media dentro dei elemento de fibra 
neutra a i; j, s, t, serán las medias aritméticas de los valores en 
los extremos de A l), formaremos tablas numéricas de las magni- 
tudes. 

A l tu' M y'-M COS -c' M sen- x 1 A l 

~ T ~ ; IP -S' 

cuyas sumas respectivas de cero á L y de i á L darán los coefi- 
cientes numéricos de las tres eôuaciones (A) (B) (C) que determi- 
narán m , H, V. 

Y si quisiéramos apurar la exactitud podríamos tener en 
cuenta hasta el trabajo de las fuerzas tángenciales, restableciendo 
en (85) el término 


para lo cual habrá que calcular los coeficientes de forma x é in- 
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troducir ei valor de Et en función de E. Los de T y sus deriva- 
das son: 

T l = — H sen t -)- v cos = — H sen r -\-V cos V — P cos t 


to 


= 0 


tlT 

dff 


= — sen t 


dT 

dV 


- COS r 


Gomo los coeficientes de forma x serán en general variables 
con las secciones s, habrá que valorar las magnitudes 


x' cos %' A l 


x' sen 2 t' A l 
I 


y bacer las sumas correspondientes. 

El conjunto de operaciones numéricas, aunqne pesado, no 
ofrece dificultad alguna. Claro es que dentro de la íbrmidable 
complicación supuesta, arco disimétrico de cualquier forma y 
cualquier ley de variación de secciones y momentos de inércia, 
sobrecarga disimétrica, efecto de las variaciones de volumen (,*), 
todo ello teniendo en cuenta las acciones normales y aun las tan- 

genciales , no cabe obtener expresiones algebraicas, que den 

los valores generales de m, H, V , en función de la variable que 
define la posición de una fnerza móvil. Sólo se pueden calcular 
los valores particulares de m, H* V, correspondientes á cada 
fuerza ó grupo de fuerzas, variaciones de volumen, etc., es decir, 
á cada sistema de causas externas que se considere. 

Hay que resolver otros tantos sistemas de tres ecuaciones. 
Pero simplifica muchísimo el problema ser invaridbles los coefi- 
cientes de rà, H , V, funciones exclusivas de los elemento^ geo- 
métricos y mecânicos dei arco é independientes en absoluto de las 
causas exteriores. Los primeros miembros de las ecuaciones son 
constantemente los mismos. 

Ya lo hemos visto en los ejemplos quinto y sexto relativos á 


(*) Podríamos suponerlas variables, iutroduciendo el término 


/ ( m 

dR 


dM h 
dR X e 


h 


dl, 


que no requiere sino dos tablas más, de las magnitudes 


x' A l y r - A l 
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un pórtico, que no es sino un verdadero arco por tranquil, de 
fibra neutra quebrada, un caso particular, simplificado, dei que 
ahora exponemos. 

Yolvemos á invitar al lector á que pase la vista por los trata- 
dos de Mecânica aplicada y á que compare los métodos clásicos 
con los derivados dei trabajo elástico. 
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Reetificaciones* 


Por error de copia aparecen equivocados en la pág. 35 dos 
términos dei trabajo elástico producido por variaciones de vo- 
lumen. 

A la fuerza normal Nt corresponden 
1 N t 

Nt x T ~W ãl + 

y al momento flector M t 

1 , í* *3 ~ „ 

x t-st ^ + J M > x ; a 

Los recorridos elementales originados por la compresión y 
üexión directas se desarrollan gradual mente á compás de N y M 

é implican el facfcor Los recorridos correspondientes á las 

<o 

variaciones x, se producen por causa independiente y son cons- 
tantes durante el crecimiento gradual de N y M. 

Una momentânea obcecación nos ha hecho incurrir en un 
error, dificilmente explicable, que rectificamos en lo que sigue. 

Es el tiabajo elástico total (5”) , desarrollado en la longi- 
tud, l, dei sólido entero y no el trabajo parcial correspondiente al 




l 


iVt x \ dl 
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trozo Z p (g!>) r > la función de las causas exteriores , 2 a -\- 2 R, 
cuyas derivadas parciales respecto á cualquiera de ellas, C p , mi- 
den los recorridos correspondientes ( p ) p . 

Así, pues, todos los limites parciales Z p , Z m , Z u , l y , de las ex- 
presiones contenidas en las páginas 50 á 53, deben ser sustituí- 
dos por la longitud ó desarrollo total, Z, de la fibra neutra. 

La derivada dei trabajo parcial, ($)* P , sólo mide un recorrido 
cuando se toma (pág. 29) respecto â la fuerza de enlace ó re- 
acción total R 2 4 , que sobre el trozo terminado en jp ejerce el trozo 
restante. Pero, en realidad, no es en ese caso (5) un trabajo 
parcial, sino el total en ese trozo, el cual subsiste en equilibrio 
cuando se le aisla realmente dei sólido, siempre que al mismo 
tiempo se le someta á la entonces causa exterior ó reacción to- 
tal R 2 a , igual á la resultante de todas las reacciones moleculares 
que el resto dei sólido desarrolla cuando está entero. 

La derivada dei trabajo total (§*) , respecto á R t , 4 ó R i 2 que 
en el sólido entero son, en lugar de causas externas, efectos inter- 
nos, es idénticamente nula. Y esa nulidad ver se es la que de- 
muestra el hermoso teorema de Castigliano. 

En la segunda ecuación dei pórtico (pág. 67), el coeficiente 
de Yen (U 1 , H ) es 

| tH rpxr | 

En el ejemplo séptimo falta, por olvido, un factor 2. La 
flecha estática g e , producida por 1.000 kilogramos (pág. 78), es 
0,000.6, doble de la estampada, porque, por la simetíía, el tra- 
bajo elástico total es el doble dei allí tenido en cuenta. La altura 
de caída a, es 0,118, también doble, así como la energia trans- 
formada en trabajo elástico 30 kgm., y como la flecha dinâmica 
0,022, que guarda la misma relación, casi igual á 4, con la 
flecha 0,006 debida á los 10.000 kilogramos estáticos. Las mag- 
nitudes de equivalência p son, en cambio, dos veces menores que 
las estampadas,' y así, la última, para Q n == 100 kilogramos, 
ès 1 1 , 0G, casi igual á la resultante de los experimentos de la Co- 
inisión francesa. 
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Concltisióii. 


La moda, que hasta la ingeniería llega, consiste hoy en abo- 
minar de la teoria. Un estúdio donde á cada paso saltan integra— 
les y derivadas, donde se tropieza con ecuaciones de tercero y 

cuarto grado, amén de alguna transcendente no sir ve, según 

los elegantes de nuestra profesión, más que para anquilosar el 
cerehro de quien lastimosamente pierda el tiempo en leer tales 
engendros de un teorizante! 

Mucha práctica y poca teoria es el grito de moda. Mucha 
práctica y mucha teoria armónicamente concordadas, debiera ser 
y lo es para nosotros. La teoria es para el Ingeniero tan necesa- 
ria como el oxigeno para la vida. Hay, sin embargo, dentro de la 
escala biológica, seres anaeróbios que viven sin ese elemento, 
como hay quien fiado exclusivamente en la rutina, armado de 
punta en blanco con 1‘usil y manual, construye á diestro y sinies- 
tro, copiando obras preexistentes, ó haciendo otras por iórmulas- 
recetas securtãum artem. 

El extremo opuesto, el oxigeno puro, como la teoria sola, 
produce momentáneamente una vitalidad exagerada que pronto 
concluye en la muerte. Quien se entrega exclusivamente á la 
teoria, sin concordaria armoniosamente con la práctica, no debe 
tampoco llamarse Ingeniero, dista de serio casi tanto como el 
rutinario. 

El Ingeniero, como el sér aerobio normalmente organizado, 
tanto necesita dei oxigeno como dei nitrógeno y demás gases en 

12 



FUNDACIÓN 

JÜÁNELÒ 

TURRIANO 


— 178 — 


s ;•* 




apariencia inertes, de uno y otros, de teoria y experiencia, inti- 
mam ente mezclados y siempre en justa y comtante ponderaciôn. 
EI progreso de la experiencia debe llevar consigo el adelanto de 
Ja teoria; el perfeccionamieoto de ésta debe producir forzosamen- 
te la mejora de la práctica. Y ambas aunadas y siempre armó- 
nicamente reunidas, sin predominio de una ni de-otra, constitu- 
yen la verdadera Ingenierta. 

Fieles á nuestro critério de la necesidad de esa justa ponde- 
ración y en nuestro deseo de cooperar á ella y al progreso de 
nuestro Cuerpo, liemos hecho el presente estúdio para vulgarizar 
una teoria utilisima, contrastada de sobra por la práctica, y 
cuya asombrosa íecundidad bien patente han hecho los ejem- 
plos. Muchos de nuestros companeros, nada rutinarios, In- 
genieros de verdad, no han tenido ocasión de conocer los teore- 
mas dei trabajo elástico, casual ó* intencionadamente ignorados 
en los libros más en uso en Espana. Hemos querido compilar, de 
un modo racional y sucinto, lo necesario y suficiente para que los 
companeros que quieran dedicar unas cuantas horas, al estúdio de 
la poderosísima arma que es el trabajo elástico, puedan mane- 
jaria con seguridad y utilizaria inmediatamente en la práctica. 

Lo necesario y suficiente . el eterno ãesiãeratum dei Inge- 
uiero, ha sido nuestro ideal. Hemos huido tanto de la aridez y 
sequedad de exposición de los autores alemanes, en los que hay 
que adivinar bueiia parte entre líneas, como de la excesiva pro- 
lijidad, á veces un tanto confusa, con que Casfcigliano desarrolló 
sus princípios. Hemos tratado de mantener la ilación más rigu- 
rosa posible y, sobre todo, de proceder siempre de lo general á 
lo particular. Y hemos multiplicado los ejemplos, buscando al- 
gunos raros y difíciles, después de otros sencillísimos, para fa- 
miliarizar al lector con la esgrima dei trabajo elástico. 

Quienes hayan tenido paciência y afición para estudiar esa es- 
grima, sencilla por demás, pronto habrán recogido el fruto y 
experimentado el hermoso y universal principio dei mínimo tra- 
bajo. 

Huelga decir que demostrados con toda generalidad los teo- 
remas, los métodos son aplicables lo mismo á los sistemas cons- 
tructivos de tres dimensiones que á los planos. Por sencillez y 
porque la inmensa mayoría de los casos prácticos corresponden 
á dos dimensiones nos hemos circunscrito á éstos en los ejemplos. 
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Curioso es observar que mientras algunos alemanes, y sobre 
todo el más significado, Müller Breslau, reconocen y admiran el 
colosal mérito de Castigliano (*), otros muchos, y con ellos los 
yanquis, apenas paran mientes en él y lo posponen á Mohr, re- 
produciendo en cierto modo el caso de Colón y Américo Ves- 
pucio. 

En el fondo, como hemos visto, son una misma cosa la deri- 
vada parcial dei trabajo elástico y el trabajo virtual unitário: 
ambas expresiones miden lo mismo, el recorrido. Si Castigliano 
se hubiera limitado á su primer teorema, sólo le quedaria la 
ventaja de la anterioridad (1873), sobre Mohr (1874). 

Pero Castigliano hizo mucho más: edifico, puede decirse, una 
nueva Mecânica (**) con su segundo teorema, el dei mínimo tra- 
bajo elástico, presentido por muchos, pero por nadie hasta en- 
tonces demostrado. 

i Hubiera sido francês y su nombre gozaria de fama univer- 
sal! jFué italiano y casi nadie lo conoce, sobre todo en Espana! 

iQue este humilde trabajo de un Ingeniero espanol, enamo- 
rado de su profesión y ferviente admirador de todos los grandes 
Ingenieros, sirva para que los espanoles aprovechen el fruto de 
la obra dei gfan italiano y enaltezcan su glorioso nombre! 

Enorme es el desnivel que de Müller- Breslau nos separa, 
salvo en una cosa, en la admiración que, como él, manifesta- 
mos dedicando, cada uno en la medida de sus fuerzas, él su ma- 
gistral obra, nosotros nuestra modesta compilación, á la me- 
mória de Alberto Castigliano! 


(*) A cuya memória está dedicada la obra citada Die neueren Melhod&n 
der Festiglceitslelire. 

(**) Publicada en francês (Turín, 1879) por él mismo: Théorie de Vèquili- 
bre des sgstèmes élastiques el ses ajrplications . Demostró sus teoremas en 1873, 
en su revalida para obtener el título de Ingeniero. 
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